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Sammanfattning

Undervisning om rationella tal pd mellanstadiet dr ett erkdnt svart omrade. Eleverna
har till exempel svart att forstd att tal i brakform och decimaltal kan representera
samma vdrde eller att tal i brdkform har en bestdmd plats pa tallinjen, det vill sdga
att de dr tal. I den hdr artikeln diskuteras och exemplifieras hur elever kan engageras
i ett teoretiskt utforskande av tal i blandad form. Grunden for elevernas utforskande
bestod i situationer ddr eleverna fick gora jamforelser av trdstavar som inte gick jamt
upp - det saknades "en liten bit”. Utifrdn dessa jimforelser kunde eleverna i gemen-
samma diskussioner skapa en generell modell for tal i blandad form, det vill sdga en
modell som ocksd kunde beskriva mdtningar som inte gick jimnt upp. Analysen visar
bland annat att arbetet med modellen gjorde det méjligt for eleverna att diskutera hel-
talsdelar i forhdllande till brdkdelar i tal i blandad form. Artikeln bygger pa data frdan
en serie Learning studies som genomférdes i en drskurs 4 pd en interkulturell skola

under 2012 - 2013.
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Abstract

The teaching of rational numbers to young students (grade 4-6) is known to be dif-
ficult. It is for instance difficult for students to understand that fractions and decimal
numbers may represent the same value, or that fraction has a specific place on the
number line, i.e. that it is a number among other numbers. The purpose of this article
is to discuss and exemplify how students can be involved in a theoretical exploration
of fractions as numbers. The basis of the students’ exploration was a designed situa-
tion where they were to make measurements of wooden rods where the measurements
did not make an equal, i.e. “a little bit” was missing. With these measurements stu-
dents in joint discussions were able to design a general model for fractions. Such a
model could be used as a tool in discussions of “the whole” and “its parts” in fractions.
The article is based on data from a series of Learning studies conducted in a grade 4 in
an intercultural school in 2012-2013.

Keywords: Davydov’s mathematical program, rational numbers, learning activity, mathematical

models

Introduktion

I den vasterlandska matematikundervisningen ar det vanligt att elever arbetar med
rationella tal, det vill saga tal i brakform och decimaltal, utifran vardagliga situatio-
ner. Det kan exempelvis handla om att tal i decimalform ska omvandlas mellan olika
enheter, sdsom exempelvis omvandling fran cm till m, eller att tal i brdkform ska
urskiljas som delar av helheter eller delar av olika antal (jfr. McIntosh, 2008). Ett stort
antal studier som stracker sig 6ver flera artionden beskriver svarigheter och miss-
uppfattningar som kan kopplas samman med denna traditionella undervisning (Ball,
1993; Erlwanger, 1973; Hart, 1981; Hiebert & Waerne, 1986; Kieren, 1988; Lamon, 200s5;
Mack, 1993; Niemi, 1996; Steffe & Olive, 2010). McIntosh sammanfattar ett flertal an-
dra studier med att mdnga elever kan fa svart att se tal i brakform och tal i decimal-
form som representationer av samma varden, samt att elever aven kan ha svarigheter
med respektive representationsform. McIntosh skriver ocksa att elevernas forstaelse
av decimalerna i ett tal i decimalform kan utvecklas med stod av tal i brakform.
Exempelvis kan 0,1 férstas som 1/10 och 0,01 kan forstds som 1/100. Bristande forstaelse
for tal i brakform minskar alltsd méjligheten att forstd tal i decimalform med stod
av tal i decimalform. Vanliga svarigheter i arbetet med tal i brakform som McIntosh
beskriver ar exempelvis att elever kan ha svart att se inneborden i delarna respektive
inneborden i helheten vid arbete med delar av en helhet eller delar av ett antal. Det
finns sdledes grund for att fundera 6ver vad som kravs av undervisningen for att ge
elever mojlighet att utveckla en mera adekvat matematisk forstdelse av rationella tal
an vad dagens undervisning uppenbarligen formar.

Alternativa undervisningsmodeller
Mot bakgrund av dokumenterade svarigheter for elever att utveckla fortrogenhet med
rationella tal har flera forskare inom det matematikdidaktiska faltet provat alterna-
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tiva undervisningsmodeller. Exempelvis beskriver Brousseau (1997) en undervisning
dar man designat en specifik matematikdidaktisk miljo i form av till exempel en tav-
ling dar eleverna skulle gissa ett hemligt tal (ett rationellt tal). Eleverna fick diskutera
mellan vilka tal det hemliga talet fanns och kunde med gemensamma anstrangning-
ar narma sig det rationella talet. Ytterligare ett alternativt satt att arbeta med ratio-
nella tal presenteras i en artikel skriven av Davydov och TSvetkovich (1991) utifran ett
matematikdidaktiskt program utvecklat av Daniil Elkonin och Vasili Davydov. Detta
program ar utvecklat med rétter i Vygotskijs kulturhistoriska skola. Kortfattat inne-
bar det att programmet har ett teoretiskt grundantagande om nodvandigheten av
att eleverna introduceras till tal och olika talomrdden pa en principiell och abstrakt
eller generell grund (Davydov, 2008). Nér det giller rationella tal innebdr det att elev-
erna behover utforska vad rationella tal representerar for typ av tal, dess matematiska
funktion och hur de ar konstruerade. Vidare inbegriper detta att man kan se pa tal
i brakform som tal, det vill sdga att se att rationella tal finns mellan de hela talen pa
en tallinje och att de har ett bestamt varde, och att rationella tal kan representeras
med olika symboler (Davydov, 2008). Utifran genomgangen av dessa tidigare studier
finns det anledning att fundera 6ver vad som krévs av undervisningen for att ge elever
mojlighet att utveckla en mer adekvat matematisk forstaelse av rationella tal an vad
dagens undervisning tycks gora. Genomgangen av tidigare forskning vacker ett antal
fragor som diskuteras i denna artikel: Vad innebar det i en svensk matematikunder-
visning att eleverna utforskar rationella tal utifrdn en principiell och abstrakt eller
generell grund? Vad kravs av uppgifterna? Vad kravs av sammanhanget dar uppgifter
tas i bruk?

Larandeverksamhet

[ den serie av Learning studies som artikeln bygger pa anvandes det som i dag kallas
for Davydovs matematiska program samt begreppet larandeverksamhet (se Davydov,
2008; Kinard & Kozulin, 2012; Repkin, 2003). Davydovs program bygger pa Vygotskys
(1986) idéer om att skolan maste ta ett speciellt ansvar for att eleverna ska utveckla
teoretiskt tdinkande. Forenklat kan det uttryckas som att undervisningen ska ge elev-
erna mojlighet att engagera sig i ett teoretiskt arbete som gor det majligt for dem att
rekonstruera kunskaper som historiskt har utvecklats i vissa specifika ssmmanhang
for att kunna omtolka och anvdanda dem i andra specifika sammanhang (Davydov,
2008).

Davydovs matematiska program, som ar utvecklat i samarbete med larare och elever
pa experimentskolan Skola Nr g1i Moskva, innefattar ett specifikt satt att introducera
matematik for yngre elever. Programmet omfattar bade en innehallslig dimension for
det kunnande som eleverna forvantas ldara sig, och en idé om undervisningsprakti-
ken (Davydov, 2008). Utifran Vygotskys och Leontievs arbete innehaller programmet
en didaktisk teori for hur elever och larare kan arbeta tillsammans for att bemdstra
teoretiska matematiska redskap och praktiker. Denna didaktiska teori gar under be-
teckningen learning activity som pd svenska kan oversattas till larandeverksamhet
(Adolfsson Boman m.fl, 2013; Eriksson & Jansson, 2016; Kinard & Kozulin, 2012). Detta
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innebar ett antagande om att ett kunnande inte kan forstas frikopplat frdn den verk-
samhet innehadllet ar en del av och att man inte kan bli teoretiskt kunnig utan att vara
delaktig i ett teoretiskt arbete. Detta innebar att saval innehallet som undervisningens
utformning ar av betydelse for elevernas kunskapsutveckling.

Larandeverksamhet som didaktisk teori bygger pd ett antagande att undervisning-
en behover arrangeras pd ett sddant sdtt att eleverna kan uppleva ett behov av att gd
in i ett utforskande eller problemlésande (teoretiskt) arbete. Eleverna behover saledes
utveckla ett motiv for att engagera sig i ett arbete dar resultatet kan beskrivas som en
forandring av deras aktuella formagor och uppfattningar till ett mera kvalificerat och
specificerat kunnande.

I en larandeverksamhet ar det inte mojligt for eleverna att utveckla motiv frikopplat
fran personligt upplevda behov. En larandeverksamhet kan sdledes endast etableras
i de fall eleverna kan identifiera problem som de finner varda att forsoka losa. I ett
forsta skede kan eleverna prova att 16sa problemet med redan kdnda redskap men
idén ar att problemet i grunden ska vara av ett sadant slag att eleverna upplever att
redan kanda redskap inte fullt ut racker till. Om detta lyckas kan eleverna utforma
det Davydov kallar for en learning task (larandeuppgift). Det ar i utformandet av en
larandeuppgift som ocksa personliga behov och motiv kan utvecklas och forst da kan
eleverna ta sig an uppgiften att forsoka utarbeta alternativa forslag till I6sningar.

Utveckling av en gemensam matematisk modell

Idealt ska elevernas arbete leda fram till en ny modell som kan fungera for att 16sa tt
problem. Det sista steget i en larandeverksamhet handlar om att reflektera 6ver och
vardera modellen de utvecklat (se aven Zuckerman, 2004). For att en larandeverksam-
het ska kunna etableras kravs sdledes matematiskt dynamiska problem dar det 6ns-
kade teoretiska kunnandet potentiellt finns inbyggt och som eleverna kan omvandla
till larandeuppgifter (Davydov, 2008). Inom larandeverksamhet ses alltsd elevernas
deltagande i utvecklingen av modeller som avgorande for utvecklingen av teoretiska
begrepp. Detta innebar att lararen kan planera for en larandeverksamhet men hen
kan inte garantera att den tar form (Davydov, 1990, 2008; Schmittau, 2003; Schmittau
& Morris, 2004).

Det ar utvecklingen av (matematiska) modeller som utgér grunden for det teore-
tiska arbetet. Modellerna utvecklas i gemensamma diskussioner med hjalp av olika
amnesspecifika redskap, sdsom jamforelser, symboler och tallinjer (Kozulin, 2003).
Roth och Hwang (2006) samt Zuckerman (2004) argumenterar med hjélp av lektions-
exempel hur modeller som synliggor teoretiskt kunnande bor utvecklas i vaxelverkan
mellan teoretiska och empiriska begrepp. Davydov beskriver modeller som att de "co-
pies the structure of the object” (Davydov, 2008. s. 95). Van Dijk, van Oers, Terwel och
van den Eeden (2003) uttrycker att modellerna kan ses som en bro mellan det teo-
retiskt abstrakta och det konkret empiriska. En modell for ett rationellt tal behover
exempelvis synliggora att de bestar av dels en heltalsdel och dels en brikdel, vilket i
sin tur synliggor att det rationella talet finns mellan tva hela tal.

En larandeverksamhet som handlar om taluppfattning kan med utgangspunkt i

9
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Davydovs och TSvetkovich (1991) studie, handla om att eleverna inbjuds att arbeta
med jamforelser av olika kvantiteter. Jimforelserna ska representeras matematiskt.
Kvantiteterna kan exempelvis bestd av langder, volymer, vikter eller antal. Eleverna
utformar arbetet som larandeuppgifter genom att diskutera jamforelserna i relation
till olika matematikspecifika redskap saisom modeller och tallinjer. For de yngsta elev-
erna utgor representationerna av jamforelserna alltid ett heltal. Nar eleverna senare
borjar arbeta med ett utvidgat talomrade kraver motsvarande jamfGorelser represen-
tationer med rationella tal. Pa detta satt kan de naturliga och rationella talen introdu-
ceras utifran samma principer. Enligt Davydov och TSvetkovich ar det en nodvandig-
het att olika talomrdden introduceras utifrdn samma principer, for att synliggéra hur
talomrddena hanger samman.

I de forsta uppgifterna eleverna moter kan en helhet A jamfors med exempelvis
delarna X och B, se figur 1 och 2.

A A

B X B X
Figur 1. Jimférelsen A= B + X. Figur 2. Modellen A =B + X.

[ figur 1 jamfors de olika langderna och det blir synligt att A = B + X. [ samma figur
blir det ocksa synligt att B kan uttryckas som B = A - X och att X kan uttryckas som
X=A-B.1figur 2 gestaltas samma additiva relation, det vill siga A = B + X, men utan
langder. I ett fortsatt arbete uttrycks A med endast en annan matenhet, exempelvis
med en mdtenhet som ar U lang.

A

U

Figur 3. Jdmforelsen A = xU.
[ figur 3 kan langden A jamforas med ett helt antal langder U. Sambandet mellan A
och U kan darfor anges med uttrycket A = xU, dar x utgors av det antal langder U
som behovs for att jamféra med A. Jamforelsen dar en och samma stav anvands som
matenhet visar pa ett multiplikativt férhdllande mellan A och U enligt modellen i
figur 4 (Davydov, 2008).
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X
Uu—p A
Figur 4. Modell for A =x U.*

[ Davydovs arbeten utgor antalet U alltid ett heltal for de yngsta eleverna. Jamforel-
serna eleverna arbetar med kommer med tiden att resultera i matresultat som mdste
anges med rationella tal. Davydov och TSvetkovich utvecklade en modell for tal i
blandad form som anger A uttryckt med U enligt A = xU + rem’, dar A ar den langd
som mats, U ar matenheten och rem’ motsvarar resten for att mata hela strackan.

Den har modellen vidareutvecklades till A = xU + (mC/nC)U, dar mC/nC anger hur
stor del av matenheten U som behovs tillssammans med det hela antalet U for att
ange A. I modellen som utvecklades synliggjordes de tva multiplikativa forhallandena
som finns, dels inom brakdelen av talet genom m/n, dels mellan matenheten U och
objektet som ska matas genom xU. Ett additivt forhadllande blir synligt i additionen av
de tva termerna som utgors av heltalsdelen respektive brakdelen. Modellen presen-
teras i figur 5.

ccc

Figur 5. En schematisk bild av A = xU + (mC/nC)U, ddr x dr antalet hela U, m dr det antal C som
behdvs fér att jdmforelsen ska bli exakt A och n dr totala antalet C som U delas i.

Material och metod

Artikeln bygger som namnts pd en serie Learning studies som genomfordes (2012 och
2013) i drskurs 4 med totalt 76 elever. Skolan dar studierna genomfordes kan beskri-
vas som en interkulturell skola med flera sprik representerade. En del av eleverna var
relativt nyanldnda och hade ddarmed inte speciellt goda kunskaper i svenska.

I de lektioner som utgér datamaterialet for denna artikel fick eleverna inlednings-
vis arbeta med jamforelser som kunde beskrivas med endast hela tal (jfr figur 1 och
2 ovan). I en uppféljande uppgift fick eleverna konstruera egna jamforelser. Samtliga
elever rakade da ut for att dessa jamforelser inte kunde anges med endast ett heltal.
Med utgangspunkt i elevernas egenkonstruerade jamforelser kunde eleverna identi-

1 Den har modellen utgor dven grunden for att utveckla forstaelse for multiplikation (jfr
Zuckerman, 2007)
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fiera att matenheten inte gick jamt upp med den stav de jamforde. En larandeuppgift
utformades dar elever och ldrare gemensamt kom fram till att mdtresultatet maste
anges som ett rationellt tal (jfr Davydov & TSvetkovich, 1991).

Larandeuppgiften fortsatte med att eleverna jamforde langden av en svart cuisenai-
restav med langden av olika andra cuisenairestavar. De olika andra stavarna utgjorde
olika matenheter i de olika jamforelserna. Resultatet for alla fortsatta jamforelser
var tvunget att anges med en heltalsdel och en brdkdel i enlighet med Davydov och
TSvetkovich modell i figur 5 ovan.

Nar ldararna designade de fortsatta jamforelserna tog de stod av variationsteorins
tanke om variationsmonster (Marton, 2014). Forst varierade namnaren i brakdelen
och darefter varierade tdljaren. Designen tog dven hansyn till resultaten fran Morris
(2000) samt Kullberg och Runesson (2013) som visar att stambrak pa formen 1/n ar
littare for eleverna att arbeta med, dn brak av formen m(i/n) det vill saga m/n.

Alla jamforelser eleverna arbetade med presenterades sasom exemplet med uppgift
1i figur 6 har nedan.

Uppgift 1: Mt den svarta staven med rivda stavar. Redovisa resultatet. Markera talet pa tallinjen.

—————— 1=
% 5 4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6

Figur 6. Uppgiftsdesignen.

Figur 7. Bilden visar de stavar eleverna anvénde fér att jimfora och redovisa uppgifterna. | uppgift 1
mdts den svarta staven med de kortare rida stavarna, 4st i figuren. | jimférelsen blir det synligt att
ett helt antal av de rda stavarna inte gdr jimt upp med den svarta staven.

Jamforelsen i exemplet i figur 6 redovisades genom att den svarta staven angavs med



FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE. 2016: 1, VOL 4

Eriksson & Eriksson

tre och en halv rod stav (se figur 7). Detta matresultat kunde noteras som tal i deci-
malform Svart = 3,5 réda, tal i blandad form Svart = 3 1/2 réda, eller enligt den gene-
rella modellen for rationella tal S = x + (m/n) sdsom Svart = 3 réda + 1/2 réd.

[ uppgift 2 var matenheten en ljusgron stav. Matresultatet i uppgift 2 var tva hela
och en tredjedel. Syftet med jamforelserna i uppgift 2 var att pavisa nédvandigheten
med tal i brakform, eftersom 2 + 1/3 inte kan anges som ett exakt varde i decimalform.

I uppgift 3 utgjordes tdljaren fortfarande av 1, medan namnaren bestod av sjdtte-
delar. Syftet med uppgiften var att diskutera att nimnaren v kunde utgdras av olika
numeriska varden.

[ uppgift 4 fordndrades det numeriska vardet pa tdljaren. I den uppgiften behovdes
det tvd sma enheter for att genomfora jamforelsen mellan svarta och gula stavar.
Syftet med denna fjarde uppgift var att eleverna skulle forsdttas i en situation dar de
fick uppleva att det behovdes mer dn en liten enhet for att matenheten skulle ga jamt
upp i staven som mattes.

Resultat

Resultatet ar disponerat i sju underrubriker som utgor exempel pa kunnande som
kom till uttryck under lektionerna da modellen for tal i blandad form utvecklades.
De handlingar som tog form i arbetet med modellerna utgoér grunden till de olika
rubrikerna.

Helheter i forhallande till delar
Arbetet under lektionerna med att utveckla en modell for tal i blandad form utgick
alltsa fran jamforelser av olika langder. Nar eleverna inledningsvis skulle designa
egna jamforelser hamnade de i svarigheter nar langderna de jamforde inte kunde
goras lika langa.

Eleverna uttryckte att den matenhet som det inte behévdes hela av, var tvungen att
anges pad nagot sdtt de fortfarande inte kande till, och att de var i behov av att lara sig
nagot nytt for att beskriva jamforelserna.

Aisha: Det &r ndgot vi inte kan...ndgot ni maste lara oss... [...] Den hér &r ju liksom inte hela...
den &rju bara en bit.

Bayar diskuterade hur lingderna kunde anvandas respektive inte anvandas for att
uttrycka en svart langd.

Bayar: Det &r tre och en halva. Det &r tre stycken sana dara réda (pekar mot jamforelsen som
finns pa tavlan) och sen var det en r6d som var langre. Sen om du skulle Iagga till svarta sa
skulle det vara langre an en svart. Men om man la halva skulle man vara lika.

Dana uttrycker att det ar den svarta langden de ska beskriva.

Lararen: Nu maste vi halla ordning har. ... Vad ar det vi hdller pd med?

13
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Dana: Vi ska fa till den svarta.

[Lararen skriver Svart = H hela + en liten bit till pa tavlan.]

[..]
Dana: Vi kan kanske mata? Vi maste val mata den réda, och “den lilla biten” som ar kvar?

Lararen stottar eleverna med fragan "Vad ar det vi hdller pd med?” i samtalet har
ovan. Med stod av den fragan kunde Dana reflektera ver att det dr den svarta lang-
den som ska beskrivas som en helhet.

Lararen stottar aven genom att skriva Svart = H hela + ‘en liten bit till’ pa tavlan.
Genom att skriva 'en liten bit till’ i modellen pa tavlan leder lararen in samtalet pa att
aven matenheten behdver delas i mindre delar.

Uttrycket ‘en liten bit till’ togs i bruk for att beskriva att mdatenheten, som i sig ar
en del av den hela langden, var tvungen att delas i mindre delar, som en egen helhet,
for att redovisa ett resultat for jimforelserna. Dana reflekterar vidare 6ver att de kan
behova mata dven den roda langden, for att veta vad "som ar kvar”.

Att modellen innehaller tre olika helheter diskuterades i samband med att de iden-
tifierade vad de hade for problem att l6sa. Lararen och eleverna diskuterade langden
de skulle mata, matenheten samt delarna som madatenheten delas i. Dessa tre delar
utgor olika helheter och olika delar i den generella modellen.

Midtenheten i forhallande till objektet som ska méitas
Arbetet med att utveckla modellen synliggjorde ett forhdllande mellan matenheten
och det objekt som skulle matas. Att jamforelsen skulle genomféras med en enda
matenhet var en forutsattning i det fortsatta arbetet med larandeuppgiften. Forhdl-
landet mellan en langd som ska jamféras med en matenhet ar multiplikativt (se figur
4 och s).

En elev uttryckte att de borde fd anvanda flera olika matenheter samtidigt i jamfo-
relsen for att slippa problemet med att ange matresultatet i form av ett rationellt tal.

Emil: Man kan ju ta en réd och en vit, da behdver man inte krangla sa dar.

Heltalsdelen i forhallande till brakdelen

[ arbetet med att utveckla modeller for tal i blandad form under lektionerna tog klas-
sen stod av olika matematikspecifika redskap for att synliggora strukturen i ett ratio-
nellt tal. De redskap som togs i bruk var algebraiska symboler, tallinjer, langdjamfo-
relser och olika matematiska modeller.

Lararen foreslog inledningsvis symbolen x for heltalsdelen i den modell som skulle
komma att utvecklas. Lararen valde x eftersom den symbolen kan ses som en veder-
tagen algebraisk symbol for att beteckna en variabel. Ingen av eleverna anvande dock
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denna symbol. Istdllet valde eleverna en annan symbol for heltalsdelen, vilket visas i
foljande excerpt, dar heltalsdelen av modellen utvecklades.

Lararen: Perfekt... Dom ar hela. Dom &r fyra hela. Det ar det som ar skillnaden. Vad kan vi kalla
den har? Kan vi satta in en bokstav fér den har? Kan ni komma pa nagon bokstav bara?

Fahrad: H?
Lararen: H. D3 kan vi géra H for hela.

Eleverna synliggjorde heltalsdelen genom att anvanda symbolen H. Lararen och elev-
erna enades om att heltalsdelen skulle bendmnas ’hela’, och symboliseras med H.

Lararen introducerade brdakdelen i modellen genom att anvanda elevernas uttryck
‘en liten bit till’. En av eleverna tog ocksa hjalp av ’en liten bit till’ men kallade den for
”den lilla biten som ar kvar” nar hen forklarade hur brakdelen kunde anges, se ned-
anstdende excerpt:

Lararen: Men... en liten bit till, hur vet vi att det &r en halv? Vet vi att det verkligen &r en halv?

[Lararen pekar pa den réda enheten som utgor ‘en liten bit till’ och pa tallinjen mellan tre och
fyra.l

Chaid: Jaaa, det vet vival?
Lararen: Finns det ndgot satt, vad gor vi for att veta?
Dana: Vi kan kanske mata? Vi maste val mata den réda, och “den lilla biten” som ar kvar?

Fler elever diskuterade brakdelen genom att anvinda benamningen ’en liten bit till’.
Amii behovde ’en liten bit till’ av matenheten for att ange ett matresultat och anvdande
uttrycket for att forklara vad som utgjorde en tredjedel.

Amii: Men jag tanker att det &r dom hela tva grona och av den som det bara &r ‘en liten bit till’
av ar det en tredjedel.

Lararen diskuterade och synliggjorde brakdelen genom att std vid tavlan och peka
vaxelvis pa cuisenairestavarna och vaxelvis pa tallinjen. Eleverna pekade mot sta-
varna och tallinjen pa tavlan.

Bendmningen ’en liten bit till’ anvdndes fortlopande av bade eleverna och lararen
for att diskutera brakdelen. Har nedan ar ytterligare ett exempel.

Lararen: Hur mycket behover vi av den roda? Hur manga vita gar pa den dar ‘en liten bit till'?
Hur manga vita gar 3t for att fylla ut den dér svarta?
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Manga elever: En.

Lararen: Hur manga ar dom sammanlagt? En av hur médnga? Hur méanga vita finns pa hela

roda?

Manga elever: Tva.

Lararen: Hur ska vi skriva har da?

[Lararen pekar pa fyrkanteniS =H rod + O rod som finns skrivet pa tavlan.]

[Evin racker upp handen och blir ombedd att skriva brakdelen pa tavlan. Evin skriver: S = H réd

+1vit/2 vitarod.]
[Lararen skriver: Svart = 3 roda + 1/2 roda.]

Lararen utmanade eleverna med att fraga "Hur ska vi skriva har da?”. I den brakdel
som Evin skriver pa tavlan synliggors att brakdelen, det vill sdga "en liten bit till’, av
den r6da matenheten utgors av 1 vit av totalt 2 vita. Brakdelen synliggjordes med stod
av en liten bit till’, och kunde diarmed separeras fran heltalsdelen.

Att de hela matenheterna i jamforelserna utgor en heltalsdel i modellen blev syn-
ligt i jamforelserna med cuisenairestavarna och elevernas forslag pa den algebraiska
symbolen H for denna del. Vidare synliggjordes att brakdelen av talet utgors av vissa
delar av den sista matenheten, namligen d/v. Det var genom diskussionerna om de
tva delarna med stod av algebraiska symboler och benamningen ’en liten bit till’ som
detta synliggjordes. Det var en av eleverna som synliggjorde att brakdelen utgors av
en del som behovs i relation till det totala antalet delar som matenheten kan delas
igenom forslaget vit/vita.

Tdljaren i forhdllande till ndmnaren
Arbetet med att utveckla modellen for tal i blandad form innebar att eleverna reflek-
terade over brakdelen av talen men utan att anvanda begreppen tdljare respektive
namnare. [stdllet reflekterade eleverna 6ver brakdelen genom att anvanda algebra-
iska symboler som gav ledtradar till inneborderna i taljaren respektive namnaren.
Eleverna utvecklade brakdelen i modellen genom att symbolen d fick utgdra tdljare
i brakdelen. Med stod av symbolen synliggjorde eleverna innebdrden i symbolens
placering genom diskussionen att tdljaren var de delar som behovdes for att mata
objektet som skulle matas. Symbolen v utvecklades utifran innebérden vita, det vill
saga samtliga vita som matenheten delas med.

Lararen: Vad ar det vi gor nar vi har en liten bit till? Nu behover alla hjarnor hjélpas at.
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Mehmet: Tva vita finns det.

Lararen: Ja, vi har ju, och vad kan vi kalla det for, om vi ska kalla det fér nagot.
Nermin: Litetd

Lararen: d som delar. Ja, delar och vad har vi for ndgot har? Hur tanker vi vidare sedan da?

[Lararen skriver ett d som en téljare i brakdelen i modellen. Svart = Hg +d/E g. Lararen pekar pa

namnaren under “d” och diskussionen fortsatter.]

Mehmet: Det &r dom vita.

Lararen: Och vad skulle vi kunna ha hér under, av hur manga?

Dana: v

Lararen: Forlat.

Fler elever: [Ljudar] vvvvv somi vita

[Lararen skriver vinamnaren.]
Nar eleverna valde symboler, for placeringen i modellen som utvecklades, valdes
symboler utifrdn forsta bokstavsljudet i det ord som representerade inneborden i det
diskuterade. I exemplet ovan valdes v att representera namnaren, dd nimnaren ut-
gjordes av det totala antalet vita klossar. Diskussionen som foregick valet av symbol
paverkade alltsd valet av symbol.

Eleverna synliggjorde forhallandet mellan tdljare och ndmnare genom diskussio-
nen delarna av samtliga vita. I kommentaren "delar av samtliga” gommer sig en ma-
tematisk innebord om att forhdllandet ar multiplikativt. Detta multiplikativa forhal-
lande blev speciellt synligt vid ett tillfdlle dar tre elever och lararen reflekterade 6ver
ett konkret exempel dar jamforelsen gav svaret 1 + 1/6.

Peaqua: Fem delar for det gér bort en del.

Lararen: Hur tanker du da?

Peaqua: [Pekar mot tavlan.] For vi anvander ju en etta till den dara forsta, sedan ar det fem

kvar.

Lararen: [Pekar pa den Gversta grénal. Men hur manga delar &r hela den dar? Hur manga delar

ar hela den grona?
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Dana: Sex.
Lararen: Ja. [Lararen pekar pa sexan i nédmnareni1/6]

Lararen: Ja, sa det maste alltsa vara sex delar emellan... ett och tva. Alla dom delarna behover
vara med. Det ar alla delar man mater den 6versta staven med. Den man tar bort var ser man
den ndgonstans? Den dar ettan, hur kommer den att bli synlig? Hur ser man att det &ren av

sex?
Dana: Den ar en avdom sex.
Chaid: For att det ar eeeen aaaav alla vi delar med.

Peaqua sdg alltsa brakdelen som att sjattedelarna kunde delas upp pa 1 + 5 delar och
beskriver dirmed felaktigt ett additivt férhdllande. Chaids betonar istéllet “att det ar
eeeen aaaav alla de delar med” och visar darmed pa det multiplikativa forhallandet.
Arbetet med modellen synliggjorde alltsd det multiplikativa férhdllandet inom brak-
formen dels i diskussionen med symbolerna och dels i kontrast till elevernas reflek-
tioner over att se forhdllandet som additivt.

Att tdljaren star i ett forhdllande till namnaren synliggjordes i arbetet med model-
len f6r tal i blandad form. Innehdllet diskuterades av eleverna med hjélp av symbo-
lerna d/v. Att forhdllandet dessutom ar multiplikativt blev synligt i "eeeen aaaav alla
vi delar med”.

De rationella talen i forhallande till x och x + 1

I arbetet med modellen under lektionerna forsattes eleverna i situationer dar mat-
resultaten blev ett tal mellan olika tal x och olika tal x+1 (dar x utgor ett heltal). Det
vill sdga matresultaten fanns mellan tva bestimda hela tal. Hur langt fran talet x
matresultatet fanns diskuterades med hjdlp av ‘en liten bit till’ samt att talen skulle
markeras pa en tallinje.

Lararen stottade eleverna med fragor i en diskussion om det specifika avstandet
mellan det hela talet 2 och det hela talet 3 genom att forst markera heltalsdelen 2 pa
tallinjen. Genom fragorna fran lararen diskuterade eleverna placeringen mellan hel-
talen 2 och 3. Exempel pa fragor: "Den har biten mellan 2 och 3 hur har ni gjort? Hur
har ni delat upp den? Hur har ni fdtt till 'den lilla biten till’ mellan ett och tva?”

Lararen stdllde fler fragor som stottade diskussionen da 2 1/3 skulle placeras pa tal-
linjen: ”Var finns ’den lilla biten till’? Var finns 1/3 pa tallinjen?” I excerptet nedan
visas hur ldrarens stottning kunde ta form.

Lararen: Rita den svarta staven pa tallinjen.

[Aisha kommer till tavlan och pekar med fingret som en bage fran o till mellan vardet fér 2 och
3]
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Lararen: Till varfor 2 och en halv?

Aisha: Fran nollan till trean...nastan.

Lararen: [L&raren ringar in 1/3.] Ar det en halv?
Aisha: [Aisha pekar pa 3:an pa tallinjen.] Nej, tre.

Lararen. Ar det trean eller en tredjedel? [...]Vad menar man med en tredjedel? Haller ni med

allihop att den dar lilla biten ligger mellan tva och tre?
[Aisha gar och satter sig. Lararen kryssar vid markeringen for tva och tre pa tallinjen.]

Eleverna diskuterade hur avstandet mellan tva hela tal kunde delas. For att precisera
‘en liten bit till’, det vill sdga den bit som skulle adderas till heltalsdelen for att repre-
sentera en jamforelse mellan de olika langderna. Aisha sa att tva hela och en tredjedel
pa en tallinje ska placeras ndra trean eftersom det ar en trea i en tredjedel. Edgar pa-
star att tva och en tredjedel finns mellan tvd och en halv och tre eftersom tre ar storre
an tvd, dd maste en tredjedel vara storre dn en halv.

Eleverna reflekterade d@ven 6ver om 1/6 innebar fem eller sex streck mellan tva tal,
eller om 1/6 innebar fem eller sex avstind mellan tva hela tal. Kvantiteten av de olika
talen representerades pa respektive streck pa tallinjen. Hur mdnga streck behovdes
for att visa ett bestamt antal delar mellan tva hela tal? I ndsta excerpt argumenterar
Evin for att man ska rita fem streck for att det ska bli sex avstand, det vill sdga att varje
avstdnd skulle symbolisera en sjattedel.

Dana: Jag har ritat sex streck mellan ett och tva.

Lararen: Varfér valde du sex streck mellan ett och tva?

Evin: Fem streck.

Lararen: Varfor ska det vara fem streck?

Evin: Fem streck for att det ska vara. Vi raknar med att ett hopp ar ett.

Lararen: [Nickar tydligt och tittar pa Dana.] Fér nar du sa streck, menade du sex avstand mel-

lan. For det ska vara hur manga delar emellan ettan och tvaan?

Evin reflekterade 6ver den 16sning som lararen och Dana diskuterade. Evin hade ett
annat forslag till 16sning, och gav sig in i diskussionen: "Fem streck for att det ska vara.
Vi rdknar med att ett hopp ar ett”. Var mellan tva hela tal ett rationellt tal dterfinns
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bestams alltsd av brakdelen av talet. Hur avstandet mellan tva tal ska delas bestams
dessutom av ndmnaren i brakdelen. Delningen av avstdndet pa tallinjen f6ljer dess-
utom att vardet markeras med en punkt, eller som i dessa lektioner, med ett streck.

Att det rationella talet S = x + ‘en liten bit till’ finns mellan x och x+1 synliggjordes i
diskussionen om hur avstandet mellan tva tal kunde delas, var pa tallinjen ett spe-
cifikt tal kan finnas, och hur olika rationella tal mellan samma hela tal kunde stor-
leksordnas. Kunnandet synliggjordes dels genom att eleverna och lararen pekade pa
tallinjen och dels genom att eleverna och lararen delade upp avstandet mellan tva
hela tal. Det additiva forhallandet synliggjordes dven med hjilp av bendamningen ‘en
liten bit till’.

Storheter i forhallande till métenheter

[ arbetet med modellen separerades storheterna och matenheterna pa en av elevernas
initiativ.

Evin: Kan vi inte skriva gula istallet for bara g. Det blir sa rorigt annars.

Eleverna utvecklade darigenom modellen till Svart = H gul + (d/v) gul. I modellen star
fortfarande H for antalet hela, d for delar och v for vita. Eleverna holl alltsd isar ma-
tenheten och storheterna i modellen genom att hela ordet fér matenheten skrevs ut
medan storheterna utgjordes av en symbol. Storheterna utgors av variabler i model-
len.

Att talen inneholl dels en storhet, variabel, och dels en matenhet synliggjordes allt-
sd genom att eleverna anvande symboler for storheterna, variablerna, och hela ordet
for matenheten.

Odndliget av rationella tal i forhallande till hela tal

Arbetet med att brdkdelen i modellen skulle markeras pa en tallinje, fortydligades
med en fraga fran lararen som synliggjorde att det finns odndligt manga tal mellan
tva hela tal.

Lararen stottade eleverna i att fa syn pa hur mdnga tal det finns mellan tva hela tal
genom fragan: “Hur mdnga sitt kan man dela strackan mellan tva hela tal?” Lararen
fragade vidare: "Ar det alla sitt man kan dela en stricka i?” efter olika forslag pa anta-
let ganger som eleverna foreslar.

De elever som inte varit med under de lektioner dar det utvecklades en modell for
rationella tal svarade pa fragan genom formuleringar som: "Gogolplex” och "En miljon
och mer...” De eleverna som var med under lektioner dar det utvecklades en generell
modell svarade istdllet "Det finns hur manga som helst”, "Den kan delas i massor”,
"Massvis, hur manga som helst”, "Hur manga delar som helst”.

Att det finns hur manga rationella tal som helst synliggjordes med lararens fraga
"Ar det alla sitt man kan dela en stricka i?” efter alla numeriska forslag fran eleverna.
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Diskussion

Avslutningsvis diskuterar vi exempel pd kunnande som kom till uttryck i arbetet med
generella modeller for rationella tal som prévades i den serie av Learning studies som
vi har anvant data ifran. Exemplen diskuteras i relation till de fragestdllningar som
adresserats utifran tidigare forskning gallande undervisning om rationella tal.

Arbetet med att utveckla modellen Svart = H gul + (d/v) gul i lektionerna gjorde
det mojligt for eleverna att reflektera Gver att aven rationella tal ar tal liksom de hela
talen (3, 2, 1, 0, -1, -2, -3). I lektionerna diskuterade eleverna och lararen att talen
som modellen beskriver finns mellan de hela talen. Modellutvecklingen var ett stod
i dessa diskussioner trots att eleverna i lektionerna sedan tidigare inte var vana att
anvanda vare sig algebra eller teoretiska modeller i matematik. Modellen var ett stod
i ett arbete som enligt Vygotsky kan betraktas som teoretiskt arbete. I de lektioner vi
analyserat i denna artikel blev det mojligt for eleverna att urskilja olika aspekter av
rationella tal da de deltog i utvecklandet av den generella modellen.

Arbetet i de lektioner vi studerat, innebar att olika aspekter av kunnande av ratio-
nella tal synliggjordes da en generell modell utvecklades. Bland annat synliggjordes
1) att ett tal i blandad form bestar av dels en heltalsdel och dels en brakdel. De bada
delarna kunde separeras i diskussionerna med stod av de algebraiska symbolerna. Nar
de bada delarna diskuterades synliggjordes 2) det additiva forhdllandet mellan hel-
talsdelen och brdkdelen, genom bendmningen ’en liten bit till’. Arbetet med modellen
3) sdrskilde dven storheterna och matenheterna genom att eleverna foreslog att enhe-
ten skulle anges med hela ordet for enheten istallet for att bara utgoras av en symbol.
Storheterna och matenheten kunde sarskiljas genom att modellen utvecklades fran
Svart=H g + (d/v) g till Svart = H gul + (d/v) gul. Arbetet med modellen synliggjorde 4)
taljaren och ndmnaren i brakdelen av talen. 5) Det multiplikativa forhallandet inom
brdkdelen blev mojligt att diskutera genom att modellen for talen utvecklades med
algebraiska symboler. Symbolerna innehdll en semantisk ledtrad till innebérderna
i symbolernas placeringar. Detta fick till foljd att benamningarna tdljare respektive
namnare inte fokuserades. Istdllet var det inneborderna i tdljaren och namnaren som
diskuterades. Delen, d, av det totala antalet vita , v, utvecklades till d/v.

Den matematiska modellen utvecklades tillsammans med eleverna

For att det skulle vara majligt att fora ett teoretiskt matematiskt resonemang till-
sammans med eleverna valde larargruppen att anvanda larandeverksamhet som de-
signredskap i Learning study-arbetet (jfr Davydov, 2008; Zuckerman, 2004). I den
lektionsdesignen utvecklades den matematiska modellen i en process av problem-
formulering, problemlosning samt i elevernas reflektioner 6ver rationella tal. For att
identifiera problemet tog eleverna och lararna stéd av jamfoérelserna med cuisenai-
restavarna, tallinjen, modellen for tal i blandad form samt bendmningen ’en liten
bit till. De langder som eleverna jamforde styrde vilka resultat som kunde anges. I
designen av jamforelserna gav heltalsdelen i de olika uppgifterna olika heltal. Det
fick till foljd att klassen kunde undvika att fastna i avstindet mellan heltalen o och
1, dar tidigare studier visar att elever brukar ha stora svdrigheter att se helheten som
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vardet for ett (se exempelvis McIntosh, 2008). Istallet mojliggjorde dessa uppgifter ett
urskiljande av att det finns tal mellan samtliga hela tal.

De inledande uppgifterna dar eleverna sjalva skulle konstruera jamforelser, och dar
eleverna stotte pd svarigheter med att redovisa resultat for jamforelserna, ser ut att
vara framgdngsrika for att diskutera ett behov av rationella tal. I diskussionen om
varfor dessa tal behovs, uppstod dven en diskussion om hur de matematiska konven-
tionerna for strukturen for dessa tal ser ut. I det sammanhanget synliggjorde model-
len olika helheter som finns inbyggda i ett tal i blandad form, objektet som skulle
matas, matenheten samt delen som matenheten delades med.

Modellutvecklingen gav eleverna battre majlighet att diskutera rationella tal
Nar eleverna sjdlva anviande modellen i sitt arbete blev diskussionerna om nume-
riska exempel mer generella. Ett exempel var nar eleverna namnde att antalet tal
mellan de hela talen ar "hur manga som helst” istdllet for ett mer bestamt antal som
"miljoner eller mer”.

Sammantaget visar arbetet med lingdjamforelserna och de 6vriga redskapen att
det kunnande som synliggjordes i dessa lektioner motsvarar de grundantaganden
som Davydovs matematikdidaktiska program skriver fram som nodvandiga for att
utveckla elevernas taluppfattning. I utvecklingen av modellen kunde alla elever delta
i diskussionerna. Aven elever som varit kort tid i Sverige kunde vara med i diskus-
sionerna genom att bade larare och elever pekade pa tallinjen och pekade i jamf6rel-
serna nar de inte hittade ord de kunde forstd varandra med. Arbetet med modellut-
vecklingen mojliggjorde att eleverna kunde arbeta med rationella tal som tal.
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