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Sammanfattning

Syftet med artikeln &r att beskriva och exemplifiera matematiska aspek-

ter som mellanstadieelever behover urskilja for att utforska bassystemets
struktur. Datamaterialet &r hamtat fran en learning study i arskurs 4 med 44
elever, dar eniterativt utvecklad lektion har utformats inspirerad av learning
activity och El’konin-Davydov-programmet (ED-programmet). Avsikten var
att skapa forutsattningar for eleverna att utforska och prova relationen mellan
olika bastal och 6vergangen till successivt storre respektive mindre talenheter.
I analysen framtrader bastalet, entalets representation och tal som mdtetal som
centrala aspekter for elevernas utforskande av strukturen i bassystemet. Re-
sultatet presenteras med exempel fran det iterativa arbetet med att revidera
uppgifterna och fran de lektioner dar uppgifterna provades.

Nyckelord: bassystemets struktur, ED-programmet, learning activity, learning
study, 13g- och mellanstadieelever, matematikundervisning, positionssystem

Abstract

The purpose of the article is to describe and exemplify mathematical aspects
that middle school students need to discern in order to explore the structure
of the base system. The data material is taken from a Learning study in grade
4 with 44 students, where a lesson was designed inspired by Learning activity
and the El'konin-Davydov curriculum (ED curriculum). The purpose of the les-
son was to create conditions for students to explore and test the relationship
between different base numbers and the transition to successively larger and
smaller number units. In the analysis, the base number, the representation of
ones and numbers as measurements emerge as central aspects for the students'
exploration of the structure of the base system. The results are presented with
examples from the iterative work of revising the tasks and from the lessons
where the tasks were tested.

Keywords: Learning activity, Learning study, Mathematics teaching, Primary

and secondary students, The ED curriculum, The positional system, The struc-
ture of the base system
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Introduktion

I denna artikel riktas uppmarksamheten mot grundskolans undervisning om bassystemet' som
en overgripande struktur for tiobassystemet (det decimala positionssystemet). Bakgrunden &r
de pavisade svarigheter som mdnga elever, bade i grundskolan och hogre upp i utbildningssys-
temet, har att forstd och anvanda tiobassystemet (Siegler & Lortie-Forgues, 2017). Svarigheterna
framtrader exempelvis ndr eleverna ska jamfora rationella tal i decimalform (Lortie-Forgues
m.fl., 2015) och gora berdkningar dar det kravs vaxlingar och grupperingar mellan hundratal,
tiotal och ental (Vermeulen m.fl., 2020).

Att elever inte alltid utvecklar en forstaelse av tiobassystemet, som de kan anvanda vid arbete
med tal i decimal form - decimaltal, har konstaterats sedan tiotals dr i forskning. Ett exempel pa
detta ar att grundskoleelever vid jamforelse av decimaltal kan uppfatta 0,123 som ett storre tal
an 0,45 eftersom heltalet 123 ar storre dn 45 (Ni & Zhou, 2005) eller att 0,471 ar ett mindre tal an
0,2 eftersom det innehaller mindre delar, som hundradelar och tusendelar (Steinle, 2004). Aven i
TIMMS 2015 (Trends in International Mathematics and Science Study?) framgar att ménga av de
deltagande eleverna i arskurs 8 har svart att jamfora decimaltal (Mullis m.fl., 2016). I TIMSS 2019
framgar att elever i darskurs 8 har svart att jamfora storleken pa exempelvis talet 0,92 och 9/10
(Fishbein m.fl., 2021). Av samtliga deltagande elever klarade 74 procent den uppgiften medan 68
procent av svenska elever klarade uppgiften. Dessa resultat bekraftar tidigare forskning dar det
framgdr att eleverna inte alltid forstar vad siffrorna i de olika positionerna i ett tal betyder.

Det varde som siffror i ett tal representerar i ett bassystem bestams av den bas som talet skrivs
i. Vanligen anvands bas tio?, bade till vardags och i grundskolans undervisning. Bassystemet
bygger pa en struktur dar det finns en relation mellan bastalet och vad siffrorna betyder i po-
sitionerna i ett tal pa sa vis att storleken pa successivt storre respektive mindre talenheter* be-
staims som potenser av bastalet (jfr Latif m.fl., 2011). Talet 2 11, 2 1 i godtycklig bas (b) betyder
exempelvis 2:-b% + 1-b* + 1-b° + 2-b™! + 1-b72. [ bas tre betyder detta tal 2:32 + 13! + 1-3° + 2371 + 1372,
det vill sdga 2-9 +1-3 + 111 + 2-1/3 + 1-1/9. [ bas tio benamns successivt storre talenheter ental, tiotal,
hundratal och sé vidare. Successivt mindre talenheter 4n ental benamns tiondelar, hundradelar
och sd vidare. I bas tre skulle motsvarande talenheter benamnas ental, tretal, niotal och sa vi-
dare samt tredjedelar, niondelar och sa vidare.

Enligt Thomas (1998) behover elever utveckla forstaelse for strukturen i tiobassystemet som
en del i ett sammanhdngande och oandligt expanderande system. Ma (2020) lyfter fram att elev-
er bade behover forsta och kunna genomfora gruppering till en storre talenhet och dela upp en
storre talenhet i mindre talenheter vid exempelvis vaxlingar mellan positionerna i subtraktions-
algoritmer. I en svensk studie dar uppgifter utvecklades for att elever i de tidiga skolaren skulle
forsta platsvarde, definierat som “det varde en siffra representerar i ett tal, utifran var i talet den
star” (Hansson, 2019, s. 50) provades bas fem som variation till bas tio. Aven om resultatet i den
studien indikerar att en variation av bas inte automatiskt leder till att eleverna urskiljer aspekter
av tiobassystemet lyfts anvandning av olika baser fram som en mgjlighet for att eleverna ska
urskilja att 6vergangen till nasta position sker vid tio i bas tio.

Vygotsky beskrev redan pad 3o-talet att elever behover forsta tiobassystemet pa en overgri-
pande eller teoretisk niva, det vill sdga att forstd tiobassystemet som ett av andra bassystem

1 Begreppet bassystemet ar synonymt med positionssystemet och anvands har for att betona att strukturen byg-
ger pa en bas (jfr Kiselman & Mouwitz, 2008).

2 TIMSS ar en internationell kunskapsmatning som genomfors i drskurs 4 och 8 vart fjarde ar.

3 [ texten anvdands omvaxlande bendmningen bas tio och tiobassystemet beroende av kontext.

4 Benamningen talenhet dr en 6versattning frdn "numeration unit" (Chambris, 2018, s. 188) och avser ett dvergri-
pande begrepp for talenheter i godtycklig bas.

70



FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE, VOL. 12, NR 1, 2024, S. 69-88 Marie Bjork & Diana Berthén

(Vygotsky, 1934/1986). Med utgangspunkt i Vygotskys (1997) antagande om undervisningens
avgorande betydelse for elevers utveckling av “higher mental functions” utformade Davydov
(1990) med kollegor en vad som kan beskrivas som dmnesdidaktisk teori. Denna teori behandlar
elevers utveckling av teoretiska begrepp och innefattar principer f6r hur undervisning kan ut-
formas for att skapa forutsattningar for eleverna att engageras i en larandeprocess - en sa kallad
learning activity (Davydov, 1986/2008).

Davydov (2008) beskriver hur en learning activity byggs upp av olika learning actions genom
vilka eleverna tillsammans med lararen utforskar olika dmnesinnehall. Exempel pa @mnesin-
nehall ar livscykel som teoretiskt begrepp (Broman m.fl., 2022), hallbarhet i samhallsplanering
(Bengtsson, 2021) och rationella tal i brakform (H. Eriksson, 2021). Det utforskande arbetet be-
star av "analyser, problemformulering, prévanden, reflektion och vardering” (I. Eriksson, 2017, s.
68) riktade mot det aktuella begreppets konstituerande struktur, det vill siga begreppets inre
centrala relationer (Davydov, 1986/2008; se dven Zuckerman, 2022). El’konin och Davydov ut-
vecklade, med stod av principerna for learning activity, ett undervisningsprogram som i vast
ofta bendmns ED-programmet (Davydov, 1986/2008). Programmet utformades for att organi-
sera en undervisning ddr eleverna ges mdjlighet att utveckla forstaelse for centrala strukturer
hos bland annat matematiska begrepp.

Ett exempel pd en studie ddr principer for learning activity har anvants i matematikundervis-
ning ar en studie av Venenciano och hennes kollegor (2015). Eleverna i studien, som under sitt
forsta skolar hade arbetat enligt ED-programmet i en kontext av matning, klarade ndr de testa-
des med specifika uppgifter i drskurs 2 exempelvis att visa talet 1 3 2 i bas fyra med representa-
tioner for talenheter som de sjdlva konstruerade i form av kvadratiska areor. I en svensk studie
inspirerad av learning activity (H. Eriksson, 2015) studerades, med elever i arskurs 4, relationen
mellan undervisningen och elevernas forstdelse av rationella tal som tal. Uppgiften som elev-
erna fick arbeta med var att mata langden av en trastav med en annan kortare stav, benamnd
madtenhet. Stavens lingd kunde dock inte matas med ett jamnt antal av den kortare staven.
Uppgiftens konstruktion och ldararens utmanande fragor och pastdenden bidrog till att eleverna
identifierade att de behovde ett satt att uttrycka langden av den ”bit” som inte kunde matas med
den kortare staven (s. 68). Eleverna utvecklade tillsammans med lararen en larandemodell, med
algebraiska symboler, for tal i brdkform som de anvande for att reflektera 6ver relationen mellan
heltalsdelar och brikdelar i tal i blandad form. I dessa studier (H. Eriksson, 2015; Venenciano
m.fl,, 2015) férdjupas inneborden av elevers teoretiska forstdelse av strukturen i bassystemet och
av rationella tal som tal.

Med grund i ovanstdende forskningsresultat, som visar pa elevers svdrigheter att forstd tiobas-
systemet, och resultat som lyfter fram elevers forstaelse for bassystemets struktur som en grund
for att forsta tiobassystemet, framstar ett behov av kunskap om vilka forutsattningar elever be-
hover for att kunna utforska och forsta denna struktur. Mer specificerat ar syftet att, med en un-
dervisning utformad med inspiration av learning activity, och en uppgift fran ED-programmet,
beskriva och exemplifiera matematiska aspekter som mellanstadieelever behover urskilja for
att utforska bassystemets struktur, avgransat till relationen mellan bastalet och talenheterna.
Foljande fragestallning adresseras:

+ Vilka matematiska aspekter behover eleverna urskilja for att kunna préva relationen
mellan olika bastal och 6vergdngen till successivt storre respektive mindre talenheter?
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Learning activity
I det foljande beskrivs centrala principer for hur den dmnesspecifika undervisningen behover
utformas i avsikt att skapa betingelser for att en learning activity ska uppsta.

En princip for learning activity ar, som ovan namnts, att eleverna tillsammans och under guid-
ning av lararen, utforskar de inre centrala relationer som konstituerar det aktuella begreppet (Da-
vydov, 1986/2008; jfr Zuckerman, 2022). Ett ofta refererat exempel pa en inre central relation dr vad
som konstituerar en cirkel, det vill sdga relationen mellan en fixerad punkt (mittpunkt) och ett
oandligt antal punkter pa ett konstant avstdnd fran denna punkt, vilka tillsammans utgor cirkel-
bdgen (Davydov, 1986/2008). Denna relation ar generell och giltig for alla cirklar, oavsett storlek.
Lararen behover alltsa genomfora en noggrann analys av vad som konstituerar det valda begreppet
for att utforma uppgifter och guida eleverna med fragor och pastaenden (jfr Zuckerman, 2022).

En annan princip ar att det utforskande arbetet drivs av ett i uppgiften inbyggt problem av en
sadan art att det motiverar ett utforskande och prévande av begreppets inre centrala relationer
(Davydov, 1986/2008). Lararen behover, med utgangspunkt i analysen av begreppet och den teo-
retiska fOrstdelse som eleverna forvantas utveckla, designa uppgiften sd att det exempelvis sak-
nas information eller tillrackligt utvecklade redskap for att kunna lésa den (Zuckerman, 2004,
2022). Uppgiften skapar darigenom incitament for ett undersokande arbete.

Ytterligare en princip ar arbetet med sd kallade larandemodeller, medierande redskap med
vilka begreppets generella struktur synliggors och provas (Davydov, 1986/2008; Radford, 2014).
Lirandemodeller utvecklas av lararen och eleverna tillsammans och kan se olika ut, beroende
pa vilket begrepp som utforskas. Lirandemodeller kan bestd av ritningar, grafer, tabeller, tal-
linjer och algebraiska uttryck eller fysiska objekt sdsom Cuisenairestavar. I exempelvis dmnet
biologi utarbetar elever och larare bland annat en larandemodell med vilken de utforskar hur
en organism dr utformad for att skydda sig mot uttorkning och samtidigt vara utformad sa att
andningen fungerar (Egorova, 2006). I ED-programmet i matematik utforskar elever och larare
exempelvis strukturen i tal i brakform genom matning av olika kvantiteter (Davydov, 1986/2008;
Schmittau, 2003) som ett led i att utveckla en férdjupad forstaelse for tal. Lirandemodeller som
anvants i dessa studier ar bland annat linjer, bagar och algebraiska uttryck. Ocksa i svensk un-
dervisningspraktik har larandemodeller anvants som medierande redskap i undervisning som
riktas mot algebraiska uttryck (I. Eriksson m.fl., 2019).

Metod

[ innevarande artikel har en efteranalys genomforts av ett datamaterial fran en studie dar lear-
ning study (jfr Marton, 2015) har anvants som forskningsansats. Learning study som forsk-
ningsansats ger ett starkt fokus pa kunskapsinnehallets behandling och elevernas forstaelse
(Carlgren, 2012). Strukturen i en learning study bygger pa ett iterativt arbete i cykler, dar un-
dervisningsuppldgg och uppgifter utformas i en sa kallad forskningslektion, vilken genomférs
med en elevgrupp for att sedan analyseras och revideras for att sedan genomféras med en ny
elevgrupp. En learning study genomf6rs vanligen i tre sddana cykler och forskningslektionerna
filmas for att underldtta analys- och revideringsarbetet.

[ foreliggande learning study designade en forskargrupp (Bjork m.fl., 2019), bestdende av for-
staforfattaren till artikeln och tre matematikldrare, en lektion dar avsikten var att skapa maj-
ligheter for eleverna att kollektivt utforska de relationer som bassystemets struktur bygger pa.
Gruppen traffades 1,5 timme tva ganger per vecka under ett lasar, for att arbeta med design, ge-
nomforande, analys och revidering av lektionen.s Den ursprungliga designade lektionen genom-

5 De medverkande lararna hade under tva ar 13 procent i sina tjanster for att arbeta med projektet, som efter att
ha genomforts i drskurs 4 dven omfattade ett utprévande av en lektion i drskurs 7.

72



FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE, VOL. 12, NR 1, 2024, S. 69-88 Marie Bjork & Diana Berthén

fordes, reviderades och provades i sammantaget tre forskningslektioner vilka dokumenterades
genom filmning och faltanteckningar.

Uppgifternas utformning och revidering

Den designade lektionen innehdll tre uppgifter som utvecklades och genomférdes med inspira-
tion av learning activity (Davydov, 1986/2008). Uppgifterna utformades sa att det skulle vara
mojligt for eleverna att identifiera att det saknades en storre respektive mindre talenhet for att
kunna ange langden av en stracka. Vidare utformades uppgifterna for att eleverna i sitt utfors-
kande skulle kunna ta i bruk och expandera larandemodeller, bestaende av bagar som mar-
kerade successivt storre och mindre talenheter, och tabeller. Eleverna arbetade tillsammans i
helgrupp under guidning av lararen, med avbrott for kortare diskussioner i mindre grupper.
Instruktionen till lararen utformades med fokus pd att lararen skulle rikta elevernas uppmark-
samhet mot strukturen i bassystemet genom att dels fanga upp deras fragor och pastidenden for
gemensam reflektion, dels stdlla framatsyftande fragor och ge pastdenden som bidrog till att de
kunde identifiera ett problem.

Idén till uppgifterna ar hamtad fran en uppgift i laromedlet Matematikka (Davydov m.fl., 2012, s.
52).° Denna uppgift, fortsattningsvis benamnd ED-uppgiften, handlar om en fiktiv elev (Kristina)
som har matt en stracka i bas tre och noterat langden med talenheterna K; och K, i en tabell dar
kolumnerna motsvarar positionerna K; och K, i bassystemet. Elevernas uppgift ar att forklara vad
Kristina har gjort ndr hon har matt strdckan och vad hon har skrivit i tabellen (figur 1). Vid mat-
ningen anvands representationer for talenheter, det vill sdga inte standardiserade mattenheter.

Figura
Den justerade ED-uppgiften.

Uppagift 1

Kristina kunde bara rékna till tre. Ta reda pa hur hon gjorde nér hon méatte Iangden och vad det var hon skrev ner i tabellen!

—_— K2 K1

Not: | ED-uppgiften har stracka A langden 2 1i bas tre. Talenheten K; representeras av tva av enheten en ruta
och talenheten K; &r lika med 3 K;. Eleverna ska forklara vad siffrorna 2 och 1 i tabellen betyder. | ED-uppgif-
ten har tabellen tva kolumner, en for K, och en for Ky. For den iscensatta learning study dar uppgiften utveck-
lades och anvandes justerades tabellen genom tillagg av ytterligare kolumner pa var sida om K, och K;.

Talenheten K; (ental) representeras av langden av tvd av enheten en ruta och talenheten K, (en
successivt storre talenhet jamfort med entalet) representeras av langden av sex av enheten en
ruta (figur 1). Den langd som representerar K, star i relation till den langd som representerar K,
pa savis att K, i bas tre ar tre ganger langre an K,. ED-uppgiftens text ger eleverna informationen

6 Enav matematiklararna pa skolan 6versatte texten i Davydovs uppgift fran ryska till svenska.



FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE, VOL. 12, NR 1, 2024, S. 69-88 Marie Bjork & Diana Berthén

att Kristina, som kan rakna endast till tre, har matt A och angivit langden genom att skriva talet
211 tabellen (figur 1) vilket i bas tre betyder 2 3! K; +1:3° K| eller 6K; + 1K, (sju K; omrdknat i bas
tio).

Som ldarandemodell fungerar storre och mindre bagar som symboliserar talenheter eller grup-
peringar av talenheter (bdgmodellen) och tabellen dar resultatet av matningarna noteras. Ko-
lumnerna i tabellen motsvarar positioner i ett tal och tabellen fungerar oavsett bas.

Uppgift 1i forskningslektionerna och ED-uppgiften ar lika, forutom att tabellen i uppgiften
justerades genom tillagg av ytterligare kolumner for att majliggora ett utforskande av relatio-
nen mellan bastalet och successivt storre respektive mindre talenheter (figur 1). Eleverna skulle
beskriva relationen mellan de tva talenheterna K; och K, som ett forsta led i att ta i bruk och
utforska strukturen i bassystemet.

Uppgift 2 och 3 utformades som matningar av strackor i olika baser. Strackornas langd dimen-
sionerades sa att talenheterna K; och K, inte rackte till fér att kunna ange strackornas langd i
aktuell bas. I uppgift 2 saknades en successivt storre talenhet (K;) an K,. I uppgift 3 saknades
aven en successivt mindre talenhet (K,) an K;. Avsikten var att eleverna skulle upptdcka att det
saknades lampliga talenheter och formulera detta som ett problem samt prova strukturen i bas-
systemet for att, med utgangspunkt i aktuell bas och representationen for entalet, konstruera
representationer av successivt storre respektive mindre talenheter.

Revideringarna av uppgifterna och deras genomférande byggde pa forskargruppens diskus-
sioner och analys av sdvidl elevernas som lararens handlingar sdsom forslag, fragor, pastdenden
och hur lararen och eleverna visade och pekade i uppgifternas illustrationer (jfr Roth & Radford,
2011). Revideringarna fokuserade framst pd att skapa mojligheter for eleverna att identifiera att
det saknades talenheter och att beskriva relationen mellan bastalet och talenheterna, samt for
att konstruera nya (storre eller mindre) talenheter med stéd av bagar under strackorna.

Deltagare
Studien genomfordes i en skola i Stockholm dar majoriteten av eleverna har svenska som forsta-
sprak. Totalt tre larare och 44 elever i tre klasser fran arskurs 4 deltog. Informerat samtycke for
att filma och analysera forskningslektionerna inhdamtades skriftligen fran samtliga vardnadsha-
vare och muntligen fran eleverna. For att sdkerstdlla elevernas frivilliga deltagande, vilket kan
vara svart enligt Lillvist (2022), fanns det - dven om vardnadshavarna hade givit tillstand — m&j-
lighet for elever som inte ville delta i den filmade forskningslektionen att ansluta till en ordinarie
lektion i en av skolans parallellklasser. Vidare lades vikt vid att bevaka eleverna som kompetenta
deltagare i forskningslektionerna (Quennerstedt m.fl., 2014) genom att kontinuerlig dialog for-
des med eleverna om projektets genomférande. Kansliga personuppgifter forekommer inte. I det
transkriberade materialet har elevers och lararens namn ersatts med fingerade namn. Datama-
terialet lagras vid Stockholms universitet enligt gallande regler (jfr Vetenskapsradet, 2017).
Eleverna delades in i grupp A, B och C med 15, 14 respektive 15 elever. De tre grupperna var
samma som vid undervisningen i praktiskt-estetiska amnen. Grupperna var inte nivagruppe-
rade. Forskningslektion 1 genomfordes med elevgrupp A och var 6o minuter lang. Forsknings-
lektion 2 som genomférdes med elevgrupp B och forskningslektion 3 som genomférdes med
elevgrupp C delades bada upp i tre tillfallen, om vardera cirka 60 minuter, for att fa mer tid till
undervisningsmomenten. Samtliga elever fick papperskopior av uppgifterna for att kunna peka,
rita och fylla i tabellen tillsammans nar de diskuterade i smagrupper. Under samtliga lektioner
diskuterade eleverna och lararen uppgifternas l6sning, mestadels i storgrupp med avbrott for
kortare diskussioner i fyra till fem grupper med tva till fyra elever i respektive grupp.
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Datamaterial

Datamaterialet bestdr av film fran samtliga forskningslektioner (ca 420 min) som har transkri-
berats, uppgifter och elevlosningar, samt anteckningar fran revideringsdiskussionerna. Forsk-
ningslektionerna filmades pa tva satt, dels med kamera placerad langst bak i klassrummet rik-
tad mot whiteboardtavlan. Dels med en handkamera med vilken artikelns forstaforfattare rorde
sig mellan grupperna och filmade pd nara hall elevernas pekningar, ritande, skrivande och dis-
kuterande. Stravan var att samtliga gruppers arbete skulle filmas under varje forskningslektion.
Transkriptionerna genomfordes ordagrant enligt Linell (1994). Delar av forskningslektionerna
ddr lararen hanterar praktiska fragor, exempelvis vilka elever som ska sitta bredvid varandra,
transkriberades inte. Beskrivningar av elevernas och lararens gester samt betydelsebarande ton-
fall noterades inom hakparenteser.

Databearbetning och analys

Analys av data fran forskningslektionerna har genomférts av innevarande artikels forsteforfat-
tare och en forskarkollega. For att bringa ordning och skapa en fortrogenhet med datamaterialet
(jfr Rennstam & Wasterfors, 2011) gjordes forst en datasammanstallning, uppgift for uppgift, for
respektive forskningslektion. Sammanstallningarna strukturerades enligt foljande: beskrivning
av uppgiften, transkription fran den del av forskningslektionen dar uppgiften behandlades och
anteckningar fran analys- och revideringsarbetet av uppgiften. En kvalitativ analys genomfor-
des sedan i tre steg.

[ ett forsta analyssteg lastes datasammanstallningarna igenom flera ganger for att fa en for-
stdelse av vad som framstod som tecken pd att uppgifterna inte fungerade som avsett, det vill
saga att de inte mojliggjorde for eleverna att identifiera problemet att det saknades talenheter
eller att prova och reflektera 6ver relationen mellan bastalet och 6vergdngen till successivt storre
respektive mindre talenheter.

[ analyssteg ett stdlldes foljande analysfragor: Vilka problem med uppgiftens konstruktion
hade forskargruppen fokuserat pa i revideringsarbetet, vilka revideringar gjordes och varfor?
Revideringarna var av intresse eftersom de pekade ut svarigheter som uppstod nar eleverna ar-
betade med uppgifterna. Exempelvis hade uppgifterna och deras genomforande reviderats nar
forskargruppen upptdackte att eleverna fastnade i ett raknande av antal rutor och inte anviande
talenheter. Dessa svdrigheter tolkades som tecken pa att det fanns nagon, for uppgifterna, bety-
delsebdrande aspekt som eleverna inte kunde forsta eller uppfatta. Beskrivningar av elevernas
svarigheter i arbetet med uppgifterna och vidtagna revideringar sammanstalldes darefter forsk-
ningslektion for forskningslektion och uppgift for uppgift. Denna sammanstéllning utgjorde
underlag for analyssteg tva.

[ steg tva i analysarbetet fargkodades och grupperades svarigheter som var lika eller liknande
och som aterkom i flera uppgifter under flera forskningslektioner. I grupperingarna urskildes
monster av svdrigheter vilka kunde relateras till matematiska aspekter och var av betydelse for
att kunna prova relationen mellan olika bastal och 6vergangen till successivt storre respektive
mindre talenheter. Exempelvis framtradde vid analysen av elevernas svarigheter i uppgift 1 och
2, bade i forskningslektion 1 och 2, att de inte forstod att 6vergangen till en successivt storre
talenhet skulle goras vid bastalet. Detta visade att eleverna inte uppfattade bastalets funktion.
Denna aspekt etiketterades “bastalet”. Sammantaget framtradde tre aspekter som centrala for
elevernas mojlighet att arbeta utforskande med bassystemets struktur.

Slutligen gjordes ett urval av konkreta exempel att presentera i resultatavsnittet, som visar pa
ndr elever urskilt respektive inte urskilt de tre aspekterna, genom att jamfora forskningslektion
1 och 3. Forskningslektion 1 och 3 valdes eftersom problemen med uppgifterna och elevernas

75



FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE, VOL. 12, NR 1, 2024, S. 69-88 Marie Bjork & Diana Berthén

svarigheter att urskilja aspekterna var mest synliga i forskningslektion 1 emedan tecken pa elev-
ernas forstdelse och anvandning av aspekterna oftare kom till uttryck i forskningslektion 3.

Resultat

I analysen framtrader att eleverna i studien behévde urskilja tre matematiska aspekter - basta-
let, entalets representation och tal som madtetal - for att de skulle kunna préva relationen mel-
lan olika bastal och 6vergdng till successivt storre respektive mindre talenheter. Aspekterna ar
omsesidigt beroende av varandra men har analytiskt skiljts at av tydlighetsskal. I det foljande
redovisas varje aspekt med nagra konkretiserande exempel. Forst beskrivs varfor aspekten ar
viktig att urskilja, sedan redovisas exempel pa problem som kan uppsta om eleverna inte urskil-
jer aspekten och slutligen foljer utvalda exempel pd uppgifter dar eleverna urskiljer aspekten.

Bastalet

Eleverna i studien behovde urskilja bastalet som en grans for vilket tal de kan rakna upp till for
att kunna prova och reflektera 6ver relationen mellan bastalet och 6vergangen till bade succes-
sivt storre respektive mindre talenheter.

Ett exempel pa svarigheter, som uppstod ndr eleverna inte kunde urskilja bastalet, kom till
uttryck vid uppgift 1 under forskningslektion 1, nar eleverna (elevgrupp A) inte kunde urskilja
bastalet tre utan i stdllet anvande bas tio. Enligt planeringen visade lararen uppgift 1 projicerad
pa tavlan (figur 1) och laste uppgiftstexten dar det framgick att en fiktiv elev som hette Kristina
kunde rakna endast till tre. Uppgiften var att ta reda pa hur Kristina hade gjort nar hon matte
strackan och vad hon hade skrivit i tabellen. Eleverna diskuterade forst i sma grupper. Nar dis-
kussionen fortsatte i storgrupp foreslog eleven Anna’ att strackan var sex meter (excerpt 1).

Excerpt1
Uppgift 1: forskningslektion 1, elevgrupp A.

Anna: Om hon [Kristina] skulle méta till exempel sex meter och hon bara kunde rékna till tre sa
kanske hon visste att 3 plus 3 ar 6 och att hon matte da, tre meter plus tre meter och da blir
det sex meter ...

Lararen: Berdtta, vad sager ni?

August: Nej men, jag fattar vad Anna menar, men den dar ettan i slutet? D& blir det sju [K;]?! For
det &r ett, tva, tre och sen ett, tv3, tre. D3 blir det tre plus tre och plus den dar ettan som ar i
slutet.

Excerpt 1 visar att eleverna inte verkar urskilja bastalet tre utan verkar forsoka ange langden av
stracka A som 7 K;. Vi tolkar elevernas resonemang som att de inte urskiljer bastalet tre som en
grans for hur langt de kan rakna utan i stallet anvander bas tio, vilken de sedan tidigare ar vana
vid. En konsekvens blir da att eleverna inte kan identifiera problemet att det fattas en successivt
storre talenhet for att ange strackans langd. Denna situation uppstar eftersom det, i bas tio, inte
kravs ndgon storre talenhet an entalet K, nar langden ar 7 K, vilket medfor att eleverna inte kan
prova eller reflektera 6ver relationen mellan bastalet tre och en successivt storre talenhet.
Redan till forskningslektion 2 hade uppgift 1 reviderats for att eleverna i elevgrupp B skulle
uppmarksamma att de inte kunde rdkna ldngre an till tre och att de skulle formulera ett uttryck
for relationen mellan K; och K, i bas tre, det vill sdga att K, ar lika med tre K. Illustrationen revi-

7 Elevernas namn ar fingerade. For elevgrupp A i forskningslektion 1 anvinds namn som bérjar pa A, for elev-
grupp B i forskningslektion 2 namn som bérjar pa B och for elevgrupp C i forskningslektion 3 namn som bérjar C.
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derades sa att det under stracka A fanns totalt sju sma bagar, numrerade 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1 (figur 2).
Dessutom hade strackorna B och C lagts till i illustrationen sa att eleverna fick en 6versikt 6ver
vilka strackor som senare skulle matas i uppgift 2. Lararen skulle rakna (hogt) “ett, tva, tre, ett,
tva, tre, ett” och samtidigt peka pa siffrorna under de sma och stora bagarna under stracka A.
Lararen skulle ocksd vara beredd att hejda eleverna om de anvande bas tio.

Figur 2
Uppgift 1: forskningslektion 2 och 3, elevgrupp B och C.

Not: Syftet med uppgiften ar att eleverna ska reflektera Gver relationen mellan talenheterna K; och K. De
sma bagarna markerar K;. De stora bagarna markerar K,.

Foljande exempel synliggor hur elevgruppen C, under forskningslektion 3 i arbetet med uppgift 1,
tog i bruk bastalet tre for att préva relationen mellan bastalet tre och talenheten K, som en suc-
cessivt storre talenhet an K; (figur 2) och reflekterade 6ver hur K; bestims som en tredjedel av K.

Eleverna i elevgrupp C foreslog inledningsvis, precis som eleverna i elevgrupp A vid forsk-
ningslektion 1, att stracka A var sju K,. Enligt planeringen uppmarksammade d& ldararen dnnu
tydligare uppgiftens kontext for eleverna genom att fraga “Om hon [Kristina] inte kan rdakna till
ndgot annat an tre?”. Eleven Christer utbrast "Da far hon ga i skolan!”. Lararen pushade Christer
ytterligare genom att sdga "Ja, just det, men den har skolan lar ut att man kan rakna endast till
tre ... om du tanker sd!”. Eleven Cajsa som lyssnade pa Christer och ldararen forklarade "Da satter
man max tre [K;] i varje san dar [K;]. Man delar upp den [K;] i tre [K,] ...”.

Cajsas uttalande indikerar att hon kunde urskilja och ta i bruk bastalet nér lararen betonade
att bastalet ar tre. Vi tolkar ocksa Cajsas uttalande som att hon med stod av bagarna i illustratio-
nen (figur 2) provar och reflekterar 6ver relationen mellan bastalet tre och K.

Ett annat exempel visar hur eleverna i elevgrupp C, efter revidering av uppgift 2 infor forsk-
ningslektion 3, urskilde och tog i bruk bastalet och prévade relationen mellan bastalet och suc-
cessivt storre talenheter. Redan infor forskningslektion 2 hade uppgift 2 reviderats sa att eleverna
i elevgrupp B skulle mata tva lika langa strackor (B och C) i bas tre och fyra i stdllet for att (som
vid forskningslektion 1) mata tva strackor med olika langd i bas tre. Syftet med revideringen till
forskningslektion 2 var att eleverna, enligt Davydovs teori, skulle préva den 6vergripande struk-
turen i bassystemet i tva olika baser. Eftersom strackorna B och C var 50 rutor och K represen-
terades av langden av tva rutor skulle langden av stracka B vid forskningslektion 2 noteras 2 2 1
i bas tre och stracka C (med samma langd) skulle noteras 12 11 bas fyra. Nar eleverna noterade
langden av stracka C i bas fyra gjorde de dock en gruppering av tre K, vilket innebar att de an-
vande talenheter fran bade bas tre och fyra i samma tal.
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Till forskningslektion 3 reviderades uppgift 2 sa att strackorna denna gdng skulle matas i bas
tre och sju (figur 3). Syftet med den storre skillnaden mellan bastalen var att det skulle behévas
tre talenheter (K;, K, och K;) vid noteringen i bas 3 och tva talenheter (K; och K;) vid noteringen
i bas sju. Resultatet skulle noteras 2 2 11 bas tre och 3 4 i bas sju.

Figur3
Exempel pd elevsvar p@ uppgift 2: forskningslektion 3, elevgrupp C.

Not: | uppgiften skulle stracka B méatas i bas tre och stracka Ci bas sju. Talenheten K; representeras av tva av
enheten en ruta. Bl3a bdgar visar pa korrekt svar dar B har langden 2 2 1i bas tre och C har langden 3 4 i bas
sju. Rod bage visar exempel pa elevsvar dar bas tre anvandes dven om strackan skulle méatas i bas sju.

Nar eleverna i elevgrupp C, i forskningslektion 3, i arbetet med uppgift 2 skulle notera langden
av stracka C skrev tre elever 3111 sina tabeller. Dessa elever hade forst grupperat sju K; till tre
K, darefter tre K, till en K, (se r6d bage, figur 3) vilket innebar att de (precis som eleverna vid
forskningslektion 2) anvande talenheter fran tvd baser, denna gang fran bas sju och bas tre. Tva
elever i elevgrupp C, Calle och Cilla, skrev daremot 3 4 i kolumnerna for K, och Kj, vilket ar kor-
rekt ndr bas sju anvands. Nar eleverna och lararen diskuterade de tva forslagen i storgrupp gav
Calle uttryck for att han ansdg att noteringen 311 var felaktig och forklarade "Nar man kan rakna
till sju ska man anvanda den kunskapen”. Calle férklarade ocksa "man behéver sju K,:or for att
faen Ks:a”.

Calles forklaring till varfor Cilla och han hade skrivit 3 4 i tabellen visar att han kan urskilja
bastalet sju och att han tar det i bruk for att prova relationen mellan bastalet och en succes-
sivt storre talenhet dn K; i den specifika basen sju och mellan bastalet och en ytterligare storre
talenhet (K;). Calles pastdende “man ska anvanda den kunskapen” indikerar att han reflekterar
over att kamraterna har gjort en 6vergang till K, redan vid tre K; trots att 6vergangen ska goras
vid sju i bas sju. Att uppgiften ar utformad som en matning av tva lika ldnga strackor, forst i bas
tre och sedan i bas sju, tycks kunna mojliggora for elever att urskilja bastalet bade som en grans
for nar overgdngen till en successivt storre talenhet tidigast kan goras och ndr denna 6vergang
senast maste goras.

Exemplen ovan indikerar att elever behéver kunna urskilja bastalet som nagot vilket kan va-
riera (det vill sdga att bastalet inte alltid ar tio), som en grans for nar en 6vergdng till en annan
talenhet tidigast och senast kan goras, och som en konstant for alla positioner i ett tal.

Entalets representation
Eleverna behovde urskilja entalets representation for att anvanda den i ett prévande av relatio-
nen mellan bastalet och successivt storre respektive mindre talenheter.

Ett exempel pa svdrigheter, som uppstod nar eleverna inte kunde urskilja entalets representa-
tion kom till uttryck i uppgift 3 under forskningslektion 1, nar eleverna i elevgrupp A inte upp-
fattade att entalet representerades av bokstavsbeteckningen K; (bestdende av langden av tva
av enheten en ruta). Stracka C skulle matas i bas tre (figur 4). Avsikten var att eleverna skulle
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upptdcka att det saknades en successivt storre och en successivt mindre talenhet an K; for att
kunna ange den exakta langden och konstruera de saknade talenheterna och ta dem i bruk for
att notera strackans langd till 21, 2 i bas tre.

Enligt den planerade introduktionen projicerade lararen uppgiften pa tavlan och uppmanade
eleverna att beskriva vad de sag. Lararen pekade pa strackan och sa .../ C ska matas med samma
system [som i uppgift 1] och har har vi C. Och vad ar det vi ser har? [pekar pa stracka C]”. Elev-
erna diskuterade i grupper och anvande papperskopior av uppgiften med stracka C och tabellen.
Alla utom fyra elever skrev siffrorna 1, 2 och 3 upprepade ganger under rutorna langs strackan,
grupperade och markerade rutorna tre och tre med bagar under strackan (figur 4).

Figur 4
Exempel pd elevsvar pa uppgift 3: forskningslektion 1, elevgrupp A.

Not: Stracka C skulle matas i bas tre. Talenheten K; representeras av tva av enheten en ruta. Exempel pa
elevlésning i svart (blyerts) dar rutor har grupperats tre och tre i fem grupper och den sista biten av stréckan
noterats som en tredjedels ruta. Korrekt 16sning markerad i rott, det vill sdga 2 1, 2.

Eleven Aron ritade fem bdgar (tre rutor langa) och beskrev den kvarstdende delen av strackan
som “typ en tredjedel av en ruta” (se excerpt 2 och elevernas anteckning av 1/3 i figur 4). Darefter
skrev Aron och hans grupp 1/3 under den sista delen av stracka C (figur 4).

Excerpt 2
Uppgift 3: forskningslektion 1, elevgrupp A

Aron: Det &r konstigt.

Lararen: Vad ar det som ar konstigt?

Aron: B, den har en extra ruta [gar fram och pekar pa stracka B i uppgift 2] men den hér [stracka
C] har bara typ [ungeféar] en tredjedel av en ruta och det blir konstigt for att om det inte &r ...
[tystnar]

Arons numrering (1,2,3...1,2,3) av rutor under stracka C (figur 4) visar att denna elev inte urskilde
representationen for entalet (K;) utan raknade rutor. Vidare beskrev Aron den kvarstaende de-
len av stracka C som “typ [ungefar] en tredjedel” (excerpt 2), vilket indikerar att han anvéande sitt
ogonmatt for att bendmna hur stor del av en ruta den kvarstdende delen av strackan motsvarade.

[ forskningslektion 3 hade uppgift 3 reviderats, dels sd att stracka C var 4o rutor lang, dels
sa att K; hade langden av 6 rutor. Detta innebar att representationen for en successivt mindre
talenhet (K,) dn K; skulle ha langden av tva rutor och att strackans langd skulle noteras 2 o, 2 i
bas tre. Lingden av stracka C var utformad sa att den sista delen inte gick att mata jamnt ut med
talenheten K; och att eleverna darmed skulle uppleva ett behov av en successivt mindre talen-
het dn entalet. Denna talenhet skulle kunna konstrueras genom att dela K, i tre lika stora delar
i enlighet med bas tre (figur 5).
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Foljande exempel visar hur eleverna i elevgrupp C, i uppgift 3 dar stracka skulle matasi bas tre,
ndr de urskiljer att entalet (K;) representeras av langden sex rutor, konstruerade den successivt
storre talenheten till ldngden tre gdnger sex rutor och den successivt mindre till langden tva
rutor, det vill sdga en tredjedel av sex rutor.

Figur s
Exempel pad elevsvar pa uppgift 3: forskningslektion 3, elevgrupp C.

Not: Stracka C skulle matas i bas tre. Talenheten K; representeras av sex av enheten en ruta. Bagarna visar
exempel pa ett korrekt elevsvar. Eleverna noterade langden 2 o, 2 i tabellen.

Nar eleven Christer och hans grupp skulle mata den sista delen av strackan i uppgift 3 ritade
de tva sma bdgar, till langden tva rutor langst till hoger under strackan (figur 5). Christer utro-
pade "Det blev aldrig en K;:a!”. I paféljande storgruppsdiskussion forklarade Calle att han och
kamraterna hade skrivit K, i tabellhuvudet till héger om K; (excerpt 3 och figur 6) for att ange
tva successivt mindre talenheter (K,) som de markerat med tva bagar under stracka C (figur 5).

Excerpt 3
Uppgift 3: forskningslektion 3, elevgrupp C.

Calle: Ni kanske ser att det star Ko dar uppe [i tabellhuvudet], det & dom har tva i slutet [pekade pa
siffran 2 i tabellen under rubriken K,] (figur 6).

Figur 6
Exempel pd elevsvar pa uppgift 3: forskningslektion 3, elevgrupp C.

Not: Stracka C skulle matas i bas tre. Talenheten K; representeras av sex av enheten en ruta. Noteringen i
tabellen visar exempel pa korrekt elevsvar. Eleverna konstruerade en successivt mindre (K,) respektive storre
(K3) talenhet.

Christer lyssnade pa hur Calle och hans grupp hade 16st uppgiften och forklarade att deras grupp
hade fyllt i tabellen pa samma sdtt som Calles grupp. Christer forklarade att de ansag att tre
Ko:or var lika med en K;:a eftersom "den dar [Kristina] kunde rdkna till tre och dd kan man kora
tre sadana [Ky:or] i varje [K;].”

Christers beskrivning av att tre K, ar lika med en K visar att han och kamraterna i gruppen
urskiljer och tar i bruk representationen for entalet (K;) och konstruerar en successivt mindre
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talenhet, K,. Christer och hans grupp bestammer K till lingden tva rutor (se sma bagar i figur
5) och staller K, i relation till K; genom att forklara att tre K, ar lika med en K;. Christers och
Calles forklaringar och det resultat av matningen av stracka C som de skriver i tabellen 2 o, 2
(figur 6) indikerar att ndr de urskiljer K; till langden av sex rutor kan de préva och reflektera 6ver
relationen mellan bastalet (tre) och den successivt mindre talenheten (K,) som en basdel av K.
Aven Calles beskrivning av hur han och kamraterna anvinde tabellen och hur de inférde beteck-
ningarna K, och Kj; till héger och vénster i tabellhuvudet (excerpt 3 och figur 6) indikerar att de
har urskilt representationer for en successivt storre respektive mindre talenhet.

Exemplen ovan synliggor att eleverna (elevgrupp A) under forskningslektion 1 inte uppfattade
att entalet (K,) representeras av en specifik langd eller att den successivt mindre talenheten (K,)
kan konstrueras genom att dividera entalet (K;) med tre. Exemplen fran forskningslektion tre
synliggor hur eleverna i elevgrupp C, nar de urskilde entalets representation i uppgiften, kunde
konstruera nya successivt storre och mindre talenheter.

Tal som matetal

Eleverna i studien beh6vde kunna urskilja tal som matetal® for att kunna l6sa uppgifterna i forsk-
ningslektionerna och prova relationen mellan bastalet och successivt storre respektive mindre
talenheter. Att forstd tal som matetal kan kontrasteras mot att forsta tal som raknetal, det vill
saga tal som beskriver ett antal upprakningsbara féremal av nagot slag.

Ett exempel pa svarigheter, som uppstod nadr eleverna inte kunde urskilja tal som matetal, kom
till uttryck vid uppgift 2 under forskningslektion 1, nar de l6ste uppgiften genom att rakna och
gruppera rutor (figur 7) i stallet for att prova relationen mellan bastalet tre och successivt storre
talenheter.

Uppgiften var utformad sd att stracka B skulle matas i bas tre. Entalet K;, representerad av
langden av tvd av enheten en ruta, var den enda talenhet som presenterades for eleverna. Strack-
an var dimensionerad till 28 rutor och dess langd skulle noteras 11 2 i bas tre vilket innebar att
bade ental och de successivt storre talenheterna “tretal” (K,) och "niotal” (K5) skulle anvandas.

Figury
Exempel pd elevsvar pa uppgift 2: forskningslektion 1, elevgrupp A.

Uppaift 2

Kristina har ocksa métt langden B. Skriv resultatet i tabellen!

S 213 | 2031 1213 V25 (213

B A T 1 e

Not: Stracka B, 28 rutor 13ng, skulle matas i bas tre. Talenheten K; representeras av tva av enheten en ruta.
Korrekt 16sning &r1 1 2. Exempel pa elevlosning dar rutor har numrerats 1, 2, 3, 1, 2, 3 och s vidare och grup-
perats tre och tre i nio grupper samt en etta (1) noterats under den sista rutan.

Syftet, med uppgift 2 i forskningslektion 1, var att eleverna (elevgrupp A), efter att de hade identi-
fierat att det saknades tva successivt storre talenheter (K, och K;) for att kunna notera strackans
langd, skulle engageras i ett utforskande av hur dessa talenheter kan utvecklas genom gruppering.

8 Matetal ar “tal som anger hur stor en viss storhet ar uttryckt i en viss enhet” (Kiselman & Mouwitz, 2008, s.
72). Exempelvis i 2,3 meter ar storheten langd, matetalet 2,3 och enheten meter.
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Lararen introducerade uppgiften genom att projicera den pa tavlan och bad en av eleverna att
lasa uppgiftstexten hogt. Eleverna arbetade forst tva och tva. De flesta raknade och grupperade
rutor tre och tre genom att rita bagar under strackan (se elevexempel i figur 7). Detta visar att
dessa elever forstod uppgiftens inbyggda regel, att man inte kan rakna langre an till tre.

Fler an hélften av eleverna skrev 3 3 31 pa raden for stracka B i tabellen (figur 8) och anvdnde
inte positionerna for att visa antal av olika talenheter. Vi tolkar detta som att eleverna i stallet
redovisar antalet 28 rutor i form av en multiplikativ addition (3-3 + 33 + 33 + 1).

Figur 8
Exempel pad elevsvar pa uppgift 2, forskningslektion 1, elevgrupp A.

Not: Stracka B ar 28 rutor [ang och langden skulle matas i bas tre. Talenheten K; representeras av tva av enhe-
ten en ruta. Det korrekta svaret &r11 2. Exempel pa elevlosning i tabellen dar333 1.

Var tolkning av elevernas upprepning av 1, 2 och 3 under rutorna (figur 7), deras fokus pa rak-
ning av enskilda rutor (28 stycken) och redovisningen i tabellen av antalet rutor (figur 8) ar att
de anvande tal i uppgiften som raknetal snarare an att de anvande tal som redskap for att ange
resultatet av en matning med stod av talenheter av successivt vaxande storlek. Vi menar att ex-
emplet visar att ndr eleverna anvande tal som raknetal, hindrades de fran att identifiera att det
behovs successivt storre talenheter och darmed fran att prova relationen mellan bastalet och
sadana talenheter.

Aven i forskningslektion 2 fastnade eleverna (elevgrupp B) i ett riknande av enheter, denna
gang i form av ett antal K; som motsvarade strdckans langd. Foljande exempel (excerpt 4) visar
hur eleverna Cilla och Cajsa (elevgrupp C), efter revideringen av uppgift 1 infor forskningslektion
3, tog i bruk tal som matetal och beskrev relationen mellan entalet och en successivt storre talen-
het. Introduktionen av uppgift 1 hade reviderats sd att lararen initialt visade samtliga strackor (A,
B och C) som skulle métas i uppgifterna (1, 2 och 3) och tydligt pekade ut strackorna.

Vid introduktionen av uppgift 1 under forskningslektion 3 betonade lararen (enligt beslutad
revidering) att det var en matning som skulle géras genom att peka langs samtliga strackor i
uppgift 1, 2 och 3 (se figur 2). Lararen sa “Den har langden heter A [pekar pé stracka A]. Den har
langden heter alltsd B och den har langden heter C [pekar pa strackorna).”

Figurg
Uppgift 1: forskningslektion 3, elevgrupp C.

Not: Syftet med uppgiften &r att eleverna ska reflektera 6ver relationen mellan talenheterna K; och K. De
sma bagarna markerar K;. De stora bagarna markerar K,.
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Efter lararens introduktion beskrev Cilla och Cajsa K, som den yttre bagen och relaterade den till
K, - den inre bagen (figur 9 och excerpt 4).

Excerpt 4
Uppgift 1, forskningslektion 3, elevgrupp C.

Cilla: Det finns ju tva, det finns tre stora [langa], tre bagar om man ser pa dom yttre bdgarna
[pekar mot den projicerade illustrationen av stracka A pa tavlan och ritar med fingret i luften
langs med de tva ldngre bagarna och den korta bagen].

Lararen: Menar du de har da? [pekar langs de tva langa bagarna och den korta bagen i illustrationen
pa tavlan]

Cilla: Ja, det finns tva stora [1dnga] och en liten [kort]. D3 antar jag att K, &r de tva stora [langa]
och Ky ar den lilla [kortal].

Lararen: Hur tanker du Cajsa? Vad var det Cilla sa?

Cajsa: Den ena [bagen] &r K; och den andra [bagen] &r K;.

Cillas ritande i luften av de tvd ldnga bagarna (K,) och den korta bagen (K;) och hennes beskriv-
ning “om man ser pa dom yttre bdgarna” samt hennes antagande “K, ar de tvd stora och K, ar den
lilla” indikerar att hon beskrev ldangden av K, genom att mata ut den med langden av tre K;. Vi
tolkar darmed Cillas och Cajsas beskrivningar som att de urskilde och tog i bruk tal som matetal
genom att madta ut stracka A med langden av tva stycken K, och ett stycke K;.

Exemplen ovan synliggdr att manga av eleverna, i den har typen av uppgifter, behévde kunna
urskilja tal som madtetal for att inte fastna i ett uppraknande av ett antal enheter och for att
kunna prova relationen mellan bastalet och en successivt storre eller mindre talenhet.

Diskussion och slutsatser

Avsikten i den learning study varifran datamaterialet ar hamtat var att designa en lektion dar elev-
erna kunde utveckla forstaelse for strukturen i bassystemet. Forskargruppen utformade lektionen,
med inspiration av learning activity, bestdende av tre uppgifter dar eleverna skulle kunna engagera
sig i ett utforskande av framforallt relationen mellan bastalet och successivt storre respektive min-
dre talenheter. I artikelns efteranalys framgdr tre aspekter av betydelse for eleverna att urskilja:
bastalet, entalets representation och tal som madtetal. Resultatet kompletterar tidigare forskning
som exempelvis lyfter fram att elever behdver forsta strukturen i tiobassystemet som oandligt ex-
panderande Thomas (1998) och kunna gruppera talenheter till en storre talenhet och dela upp en
talenhet i mindre talenheter vid vaxlingar i subtraktionsalgoritmer Ma (2020).

Manga av eleverna i studien hade svart att forstd att bastalet kan variera, att ett bastal galler
for alla positioner i ett tal och att bastalet utgor en grans for nar 6vergdngen till en annan talen-
het tidigast respektive senast kan goras, det vill sdga att bastalet styr gruppering till successivt
storre talenheter och delning i successivt mindre talenheter. En sddan forstdelse kan antas vara
sarskilt viktig for att elever ska forsta de vaxlingar och grupperingar mellan hundratal, tiotal och
ental som ibland kravs vid subtraktion (t.ex. 223 - 165) eller addition (147 + 24) och vid jamforelse
av och berdkningar med decimaltal.

Forstaelse for bastalets funktion ar ocksa viktig for att elever ska kunna gora generaliseringar
over hur strukturen i bassystemet fungerar (Slovin, 2011; Slovin & Dougherty, 2004). I studien
av Slovin och Dougherty (2004) framgar exempelvis att elever i drskurs 2, med hjilp av bastalet,
kan ge en generell forklaring till varfor och nar 6vergangen till en successivt storre talenhet sker:
“It depends on what base you're in. You can’t go to the base number. You can go up to one less.”
(Slovin, 2011, s. 45). Att elever, sésom var studie visar, annu i drskurs 4 kan ha svart att forstd bas-
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talet och dess funktion, framstdr problematiskt i relation till att elever i de tidiga skolaren anses
behova utveckla en fordjupad forstaelse for tiobassystemet (t.ex. Ma, 2020; McIntosh, 2008).

Enligt Davydov (2008) behdver elever, for att utveckla en fordjupad forstdelse for tiobassyste-
met, redan i de tidiga skoldren arbeta dven med andra baser an bas tio. Vad galler undervisning
om olika bassystem i svensk grundskola framgar av kommentarmaterialet till Lgr22 (Skolverket
2022) att elever under de forsta skoldren ska ges mojlighet att “utveckla kunskaper om hur man
under olika tider har representerat tal pa skilda satt - till exempel hur man har anvant olika
foremal eller tecken for att representera ental, tiotal, hundratal och tusental innan nollan infor-
des” (s. 12). Det ar forst under arskurs 4 till 6 som undervisningsinnehdllet ska behandla “olika
talsystem och ndgra talsystem som anvants i olika kulturer genom historien” (Skolverket 2022,
s.12). | kommentarmaterialet anges det bindra talsystemet och det romerska talsystemet som
exempel pa talsystem. Det framgdr inte att eleverna behover forsta att tiobassystemet ar ett av
flera system i ett overgripande system eller forsta bastalets generella funktion. Utifrdn idén att
elever behover forstd bassystemet som en dvergripande struktur for tiobassystemet (Vygotsky;,
1934/1986; Davydov, 1986/2008; Slovin, 2011; Slovin & Dougherty, 2004; Venenciano m.fl., 2015)
och studiens resultat som visar att det kan vara svart for elever att forsta bastalet menar vi att
undervisningen aven i den svenska skolan, redan i de tidiga skolaren, behover gora det mojligt
for elever att arbeta med olika baser.

De flesta elever i studien hade ocksa svart att férsta symbolen for entalet (K;) och dess visuella
representation, trots att den visualiserades i uppgifternas illustrationer (figur 1) och verbalise-
rades av ldraren och att elevgrupperna arbetade manipulativt med bagmodellen och tabellen.
Manga elever forstod inte att entalet representerades av langden av ett antal rutor (i lektion 1, tva
rutor) utan uppfattade ett ett-till-ett forhallande mellan en enhet (ldngden av en ruta) och enta-
let. Detta fick till foljd att de inte, som forvantat, kunde ta i bruk representationen for att kon-
struera den successivt mindre talenheten (K,) genom att dividera langden (av det antal rutor)
som representerar K; med bastalet. Elevernas svarigheter att forstd att ett antal enheter (rutor)
representerar entalet framstod alltsd hindra dem fran att forstd en successivt mindre talenhet
som en basdel av entalet.

Att elever kan ha svdrigheter att urskilja en representation for entalet kan beskrivas som att de
har otillrdcklig representationell kompetens (jfr Rau, 2017). Forstaelse for representationer ses som
nagot centralt i matematiken och representationer har sedan lang tid tillbaka pekats ut som “the
heart of the content of mathematics” (Kaput, 1987, s. 22). Ett behov av 6kat fokus pa explicit un-
dervisning om representationer lyfts fram i tidigare studier (Collins, 2011; Desai m.fl., 2021; Goldin,
2014; Mainali, 2021; Rau, 2017). Collins (2011) argumenterar for att larare ska fokusera pa elevers re-
presentationella kunnande i stéllet for att lagga stor moda pa att lara elever algoritmer - “the time
might be better spent in helping students build a strong representational competence” (s. 108).

Att anvanda representationer kan dock vara utmanande om eleverna inte férstar dem, sar-
skilt om avsikten ar att de med stod av dessa representationer ska forsta nagot som ar svart for
dem, till exempel rationella tal. Rau (2017) beskriver en sadan situation som “a representation
dilemma” (s. 717) eftersom elevernas forutsattningar att forstd kunskapsinnehallet hindras, trots
att avsikten ar att de med hjdlp av representationerna ska forstd innehallet. I tidigare forskning
problematiseras anvandningen av representationer vid undervisning om positionssystemet och
hur dessa kan utformas for att eleverna ska forsta representationernas struktur och kunna an-
vanda dem (Lafay m.fl., 2023; Osana m.fl., 2017). Med utgangspunkt fran vart resultat, som visar
att elever kan ha svart att forstd att ett antal enheter kan representera entalet, menar vi att det
ar viktigt att larare uppmarksammar elevernas forstaelse av representationen for entalet oavsett
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om den utgors av ldngden av ett antal rutor, ett antal parlor, en area eller en specifik volym (jfr
Davydov, 1986/2008; Davydov m.fl., 2012).

Ytterligare ett resultat av studien ar att det var svart for de flesta elever att forsta tal som ma-
tetal. Nar elever, som i var studie, arbetar med uppgifter dar syftet ar att de ska identifiera att
det behdvs successivt storre respektive mindre talenheter for att kunna notera resultatet av en
matning, inte urskiljer att tal kan anvandas som madtetal kan det hindra deras utforskande av re-
lationen mellan bastalet och successivt storre respektive mindre talenheter dn entalet. Att elever
behover forsta tal som matetal for att kunna identifiera att det saknas en successivt storre eller
mindre talenhet och darigenom utveckla forstaelse for talenheter gdr i linje med Davydovs argu-
ment for arbete med matning under de forsta skolaren (Davydov, 1986/2008). Ocksa Venenciano
med kollegor (2015) argumenterar for att undervisning som genomfors i en kontext av matning
ger elever mdjlighet att utveckla forstdelse for talenheter “as units themselves rather than as
counted collections of discrete pieces” (s. 581). Vi menar att elevers forstdelse for tal som matetal
och sarskilt forstaelse for hur successivt mindre talenheter kan anvandas for att precisera en
matning, aven kan framja forstdelse for decimaltal.

Studiens resultat begransas av att forskningslektionerna genomfordes med ett mindre antal
elever dar varje grupp deltog i en learning study-cykel. Dock utgor learning study en val beprévad
forskningsansats dar det iterativa arbetet ger kvalitativa data som kan generera nyanserad och
specificerad kunskap om det aktuella kunskapsinnehallet och relationen mellan undervisning
och ldrande (Carlgren, 2012). Att uppgifterna utformades och genomférdes med inspiration fran
ED-programmet och fokuserade pa arbete med matning i andra baser dn bas tio var nytt for elev-
erna, vilket kan ha forvirrat dem eftersom de inte var vana vid denna typ av undervisning. Dock
kan ED-programmet, dar eleverna far arbeta utforskande med andra baser an bas tio, ha bidragit
till att andra aspekter synliggjordes dan vad som ar mojligt nar elever arbetar avgransat till bas tio.

Studiens resultat ar generaliserbart till vissa delar av matematikundervisningen, sarskilt pa
lag- och mellanstadiet. Kunskap om att elever kan ha problem med att urskilja de tre aspekterna
kan anvandas for att skapa forutsattningar for elever att utveckla en fordjupad forstdelse for
tiobassystemet. Resultatet kan ocksa anvandas i undervisning i andra matematiska omraden.
Exempelvis kan kunskap om att elever kan ha svart att urskilja bastalet anvdndas vid undervis-
ning om addition och subtraktion dar det forvdntas att eleverna ska forstd vaxling och grup-
pering mellan olika talenheter. Kunskap om elevers svarigheter att forstd representationen for
entalet kan anvandas vid undervisning dar bokstavsbeteckningar eller andra symboler anvands
och dar eleverna behover forsta dessa representationer for att kunna arbeta med kunskapsinne-
hallet. Kunskap om att elever inte alltid uppfattar tal som matetal kan anvandas vid exempelvis
geometri dar det férvantas att elever ska behandla métningar av olika slag.
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