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Sammanfattning

I artikeln presenteras och diskuteras forskoleklasselevers formaga att se och
anvanda talstrukturer for att bestdmma antal, samt hur formagan utvecklas
efter att de deltagit i interventioner under ett 1asar. Totalt intervjuades 361
elever som deltagit i interventionerna alternativt i vanlig forskoleklassunder-
visning. Intervjuerna gjordes under tidig hdsttermin samt vid forskoleklas-
sarets slut. En specifik uppgift innehallande ett spatialt monster i intervju-
materialet utgor underlag for att synliggora hur eleverna erfar och anvander
talstrukturer, bade kvantitativt och kvalitativt. Analysen tar vidare avstamp

i en variationsteoretisk syn pa larande, dar sattet att erfara ett fenomen, i
detta fall tal och strukturer sa som de framtrader i en figur ordnad i ett spatialt
monster, har betydelse for vad eleven kan géra med tal, till exempel pa vilket
satt man kan bestdmma antal. Sarskilt diskuteras vilka implikationer resulta-
ten har for utvecklingen av matematikundervisning i forskoleklass och elevers
fortsatta aritmetiklarande.

Nyckelord: talstrukturer, interventioner, forskoleklass, elevintervjuer

Abstract

In the article, we present and discuss preschool class students’ ability to see
and use number structures to determine number and how this ability develops
after participating in interventions during one academic year. A total of 361
students who participated in the interventions or in regular preschool class
teaching were interviewed early in the autumn term and at the end of the
school year. One task containing a spatial pattern forms the basis for iden-
tifying how students experience and use number structures, quantitatively
and qualitatively. The analysis is further based on a variation theory view of
learning, where ways of experiencing a phenomenon, in this case numbers and
structures as they appear arranged in a spatial pattern, have significance for
what students can do with numbers, e.g., how to determine numbers. Implica-
tions of the results for developing mathematics teaching in preschool class and
students continued arithmetic learning are discussed.

Keywords: Number structures, Interventions, Preschool class, Student inter-
views
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FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE, VOL. 12, NR 2, 2024, S. 31-45 Camilla Bjorklund m.fl.

Introduktion

En av de vanligaste fragorna elever moter i den tidiga matematikundervisningen handlar om
att svara pa “hur mdnga” och att bestimma antal i avgransade mangder. I litteraturen finns det
ocksda mdnga observationer av hur barn gar till vaga och vilka strategier de anvander i dessa
sammanhang (Fuson, 1992). Intresset for att forsta hur elever gor for att bestaimma antal och
vilka kompetenser de behover utveckla ar stort, eftersom detta anses vara en grundlaggande
fardighet for att kunna anvdnda tal pd ett framgdngsrikt satt i problemlosning som handlar om
kvantiteter. I foreliggande artikel riktar vi uppmarksamheten mot talstrukturer, som en bety-
delsefull aspekt av taluppfattning och raknefardigheter. Att se tal som uppbyggda i talstruktu-
rer innebar att urskilja relationer inom och mellan tal, sdsom att fem bestar av tre och tva samt
att fem ar tva mer an tre (se Baroody, 1987). Det innebdr vidare att eleven kan urskilja grupper
av objekt i en mangd, samband mellan dessa och hur de tillsammans bildar en helhet som kan
bendmnas med ett tal (Venkat m.fl., 2019). Strukturen ar alltsd den underliggande regelbunden-
het och generella princip som definierar tal, vilket kan kdnnas igen i sdval spatiala monster (t.ex.
prickar ordnade som ett tirningsmonster eller som monstret pa dominobrickor) som positions-
systemet och rakneordens sprikliga uppbyggnad (t.ex. tiotal och hundratal).

Tidigare forskning visar att hdllbara och utvecklingsbara raknefardigheter bygger pad en ut-
vecklad forstaelse for och formdga att hantera tal som del-helhetsrelationer (Baroody, 2016; Da-
vydov, 1982; Neuman, 2013). Nar tal ses som en relation mellan helheten och delarna (utgér en
struktur) kan detta anvandas for att bestamma antal och 19sa aritmetiska problem. Sprenger och
Benz (2020) beskriver utvecklingen av fardigheten att bestimma antal som att barn forst inte
urskiljer ndgra strukturer av grupperade objekt (se figur 1a). Darefter lar de sig att urskilja delar
som utgors av grupperade objekt (se figur 1b), men kan dnnu inte anvdnda strukturen for att be-
stamma antalet (helheten). Slutligen kan barn anvidnda talstrukturer for att bestimma antalet
(se figur 1c). Det som forblir oklart i forskningen ar dock vad det ar som gor att barn kan eller inte
kan anvanda sig av talstrukturer for att bestamma antal, samt hur undervisning kan ge stod for
elever att lara sig se och anvdnda sadana strukturer pa ett framgdngsrikt satt.

Figura
Sdtt att urskilja delar i relation till en helhet

a) b) c)

@O @ @
@O @ @
@@ O O

Not. a) inga strukturer av grupperade objekt urskiljs, objekten raknas vanligtvis en efter en, b) grupperade ob-
jekt urskiljs som delar i den storre helheten “tre och tre”, men relateras inte till en sammansatt helhet, och c)
delarna urskiljs som relaterade till helheten och bidrar darmed till att barnet kan bestdmma det totala antalet
“tre och tre ar sex”.

I denna artikel presenterar och diskuterar vi forskoleklasselevers formaga att se och anvanda
talstrukturer for att bestamma antal samt hur férmagan utvecklas efter att de har deltagit i
interventioner som tar en strukturell ansats, det vill siga dar relationer mellan och inom tal (del-
helhetsrelationer) synliggors. Detta gors genom att, utifran uppgiftsbaserade intervjuer med 361
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forskoleklasselever som deltagit antingen i interventionerna eller i vanlig forskoleklassundervis-
ning, identifiera hur de erfar och férmar anvanda talstrukturer i ett spatialt monster.

Bestdmma antal

Nar barn ska bestdimma antalet objekt i en liten mangd kan de gora det genom att enbart titta
snabbt pa mangden (perceptuell subitisering). Nar mangden blir storre behover de daremot an-
tingen kdnna igen ett monster som framtrader spatialt (von Glasersfeld, 1982), gruppera kidnda
delar for att bestamma helheten (konceptuell subitisering, se Clements m.fl., 2019) eller rakna ob-
jekten. Konceptuell subitisering omfattar d&ven om nagon del uppfattats som en grupp och 6vriga
rdknats en och en for att bestamma antalet (Clements & Sarama, 2021). Konceptuell subitisering
ar relaterad till formdgan att strukturera antal i sammansatta enheter (grupper, units, se figur 1).

Formdgan att se ett antal objekt som en helhet eller en enhet, till exempel att fem enskilda
objekt tillsammans utgor en samling som bendmns "fem”, vilket ocksa kan ses som en "fem-
enhet”, har stor betydelse for elevernas fortsatta matematiklarande (Hunting, 2003; Paliwal &
Baroody, 2020). Enligt Benz (2013) kan barn redan i forskoledldern erfara strukturer i kvantiteter
och anvanda dem for att bestdmma antal. Nar elever (perceptuellt) strukturerar antal i subgrup-
per (se exempel c i figur 1) innebar det en sarskild formaga att se helhet och delar. Schoner och
Benz (2018) menar till exempel att nar en elev sager “Tv4, tre och tva till ar sju” sa erfar eleven
struktur (talrelationer i form av delar som tillsammans ar 7) och kan anvédnda sig av strukturen
for att bestaimma antalet. Det skulle kunna tolkas som att eleven erfar en grupp med tva och
en grupp med tre som fem, och fem och tva som sju, det vill sdga flera sammansatta delar som
relaterar till en helhet.

Tidigare studier som har fokuserat pd hur barn ser struktur har bland annat studerat vilka
grupperingar de gor. Sprenger och Benz (2020) undersokte med hjdlp av teknik som f6ljer 6gon-
rorelser (eyetracking) hur femaringar visuellt grupperar objekt nar de ska bestaimma antal i en
mangd. De fann att 12-35 procent av femaringarna inte anvande sig av struktur och att anvand-
ning av struktur varierade mellan 25-66 procent beroende pa antal objekt i mangderna. Hur
objekten var placerade visade sig ha betydelse for om barnen anvande struktur eller inte. Om
fem objekt var placerade i en rad (i en dggkartong) s anvande barnen sig i lagre grad av struktur
an om fem objekt var placerade i tvd rader som tre och tva. Det verkar alltsd kunna bero pa hur
objekten dr ordnade, om barnen som kan skapa grupper gor det, men att det ocksa finns barn
som dannu inte anvander ndgon form av struktur.

Forskning och teorier om barns utveckling av raknefardigheter ar omfattande, men samstam-
miga i att en forutsattning ar barns férmadga att uppfatta enheter (units), det vill sdga att objekt
i omvarlden kan ses tillhora en gemensam samling eller grupp, vilken initialt inte ar numerisk
till sin innebord utan snarare har betydelsen att nagot kan tillhora en viss kategori av objekt
och utgor en obestamd "mdnghet” (Steffe, 1991). Det ar av betydelse att kdnna igen figurativa
monster hos sddana samlingar av objekt, menar Steffe, eftersom det bidrar till att barn kanner
igen liknande monster och knyter dem till representationer sasom rakneord. Detta innebar att
barnet som till exempel hor “fyra” associerar till objekt ordnade pa samma sétt som till exempel
pd en tarning (en prick i varje horn pa en av tarningens sidor). Figurativa monster som kianns
igen frdn tarningen har diaremot inte sjalvklart den nédvandiga numeriska betydelsen, utan
ar snarare igenkdnning av en “bild” eller figur. Att uppfatta monster som numeriska innebar
daremot att det dr antalet objekt ordnade i ett visst monster som framtrader for barnet och ar
en grund for att urskilja hur grupper kan ses som delar i en storre helhet, det vill siga skapa
en struktur. Mandler och Shebo (1982) visade empiriskt att sattet som objekt ar ordnade, och
darmed hur de perceptuellt erfars, spelar roll for sakerheten i att uppskatta antal. Vuxna tende-
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rar att “se” grupper om tvd och tre, men ocksa kanda monster sdsom sidan med fem prickar pa
en tarning (en prick i varje horn och en i mitten), vilket ger stod for att uppskatta antal ocksa
i storre mangder. Spatiala monster underldttar alltsa att kdnna igen och urskilja mangder som
sammansatta av mindre enheter. Paralleller kan dras till subitisering genom att grupper av ob-
jekt uppfattas genom likhet och skillnad i antal intuitivt, utan att rakna (Kaufmann m.fl., 1949;
Wynn, 1998). I och med att denna kognitiva process visat sig vara oberoende av hur objekt ar
ordnade, formodas den bidra till att kvantiteter “kdnns igen” som lika eller olika i antal, det vill
sdga abstraheras sd att “fyra” betyder ett specifikt antal oberoende av hur objekten ar ordnade.
Att uppfatta antal i grupper pa detta satt kan bidra till att forstd och anvanda tal. I likhet med
detta betonar Davydov (1982) sarskilt skapandet av enheter (units) som grund for raknefdardig-
heternas utveckling, som operationaliseras till exempel i matande, dar mindre enheter ingar
som delar i en storre helhet och varje enhet bor erfaras utifran egenskapen “manghet”. Det tycks
saledes, i ett samstammigt forskningsfalt, vara kritiskt att elever lar sig se tal som sammansatta
enheter for att de ska kunna anvanda strategier i addition och subtraktion som bygger pa del-
helhetsrelationen hos tal. Hur elever nar en sddan forstdelse for tal forklaras daremot pa olika
satt beroende pa teoretisk utgangspunkt. Och fd har riktat fokus mot pa vilka satt elever erfar
och anvander talstrukturer.

Metod

Implementering av matematikinterventioner med strukturell ansats i forskoleklass

I samarbete mellan forskoleklasslarare och forskare har undervisning som bygger pa att utveck-
la elevers uppfattningar av tal som talstrukturer provats ut under ett lasar. Eleverna har i under-
visningen mott tal presenterade som del-helhetsrelationer, det vill sdga att tal ar sammansatta
av mindre tal och att talrelationerna ar ett stod i aritmetisk problemlosning.

Tva tidigare beprovade interventionsprogram med positiva resultat for matematikutveckling
hos yngre elever har legat till grund for SATSA-interventionerna, dels Awareness of Mathemati-
cal Pattern and Structure (AMPS) som utvecklats av Mulligan och Mitchelmore (2009) f6r den
australiensiska skolkontexten, dels interventioner som tar stod i Davydov med kollegors arbete
(1999) utvecklad inom ett kulturhistoriskt perspektiv samt variationsteoretiska studier av nod-
vandiga aspekter for att utveckla taluppfattning (Bjorklund m.fl. 2021; Kullberg m.fl., 2020). Ge-
mensamt for dessa program ar utgdngspunkten i att se tal som bestaende av enheter vilka kan
vara storre an ett (units) och genom systematiskt undersokande undervisning erbjuda stéd for
eleverna att se relationer inom och mellan tal. Ett exempel pa en sadan undervisningsaktivitet
ar att dela upp sju apor i tva trad (se Cobb m.fl., 1997), dar den additiva strukturen hos talet sju
uppmarksammas i den variation av uppdelningar som ar mdjlig. Ett annat exempel pa undervis-
ningsaktivitet ar att dela upp ett antal kex mellan tva eller flera hundar (se Mulligan & Mitchel-
more, 2016), dar den multiplikativa strukturen hos talen satts i forgrunden.

Aven om interventionerna har utvecklats i olika utbildningskontexter, har vi i SATSA-projektet
kunnat prova hur den strukturella ansatsen varit mojlig att implementera i den svenska for-
skoleklasskontexten genom ndra samarbete mellan forskoleklasslarare och forskare. Ett teore-
tiskt stod for implementeringen har varit variationsteori for larande (VT, Marton, 2015). VT har
lampat sig val i forhallande till de matematikdidaktiska programmen som legat till grund for
SATSA, i och med att tyngdpunkten da lagts pa vad som satts i forgrund for elevernas erfarande
och undersokande och hur innebérden och anvandbarheten av tal och rdknande da framtrader.

Det genomgdende larandeobjektet i interventionerna har varit tals del-helhetsrelation. Un-
dervisningsaktiviteterna innehdller aspekter som tillsammans formodas omfatta vad som éar
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nodvandigt att erfara for att forsta och anvanda tal i aritmetisk problemldsning. Undervisningen
fokuserar dirmed primart pa hur det matematiska innehdllet ska behandlas i undervisningen,
och hur de nédvandiga aspekterna kan goras synliga genom systematiska undersékningar, till
exempel att halla en helhet konstant och systematiskt variera delarna inom denna helhet snara-
re dn att variera undervisningsmetoder. SATSA har hallit sig inom ett relativt lagt talomrade och
fokuserat pa att synliggora talrelationer, i borjan genom att undersoka tal som enheter stérre an
ett, darefter hur samma tal kan besta av varierande talkombinationer och slutligen hur tal kan
ses som strukturer (bland annat med fem eller tio som enheter) i avsikt att ge eleverna stéttning
i att utveckla sina satt att erfara tal som del-helhetsrelationer och anvanda detta i aritmetisk
problemldsning. Som stéd i undervisningen har olika artefakter och representationer (bl.a. tar-
ningar, tioramar samt material ordnade i semidecimala strukturer) anvénts for att synliggora
samband inom och mellan tal.

Undervisningen ar vetenskapligt grundad men tidigare provad framst i andra utbildnings-
kontexter dn svensk forskoleklass, vilket gjort att anpassningar har behovt goras i samrad med
lararna for att undervisningsaktiviteterna ska respondera mot den svenska forskoleklasskon-
texten. I dterkommande moten diskuterades videodokumentationer fran lararnas undervisning
kollegialt for att synliggora larandemgjligheterna och hur tals del-helhetsrelationer uttryckta i
strukturer gjordes till objekt for larande i undervisningen och hur detta ytterligare kunde forfi-
nas. Sarskilt intressant for utveckling av undervisning ar darmed pa vilket satt eleverna ldrt sig
se och anvinda talstrukturer for att bestimma antal, som grund for fortsatt fordjupat larande i
matematik, det vill sdga hallbara och utvecklingsbara strategier.

Datainsamling

Underlaget for analysen dr uppgiftsbaserade intervjuer som genomforts med 361 elever i borjan
och i slutet av forskoleklassdret. 192 av eleverna har deltagit i interventioner inom SATSA-pro-
jektet under ldsaret 2022-2023 och 169 elever har deltagit i ordinarie matematikundervisning
(jamforelsegrupp).

Totalt deltog elever fran fem olika kommuner i sddra Sverige. Informationsbrev och samtyck-
esblanketter skickades ut till samtliga vardnadshavare. I respektive klass intervjuades tio slump-
massigt utvalda elever vars vardnadshavare hade gett samtycke for deltagande. Elevintervjuerna
genomfordes enskilt i ett rum i ndra anslutning till klassrummet. Intervjuguiden bestod av upp-
gifter som eleverna skulle besvara muntligt. Ingen ljudupptagning gjordes vid intervjutillfallet,
i stallet anvandes ett protokoll dar forskaren kortfattat antecknade vad eleven svarade. En ele-
vintervju tog cirka 15 minuter. Efter intervjuerna kodades hela datamaterialet av respektive in-
tervjuande forskare. Vid tveksamma fall har forskargruppen gemensamt diskuterat alternativa
kodningar for att uppnd samstammighet.

I den har artikeln har en uppgift valts ut for djupare analys av elevernas sétt att bestdmma an-
tal. I analysen lag tyngdpunkten pa att dels beskriva hur elever anvander talstrukturer i uppgif-
ten dar de ska bestamma ett antal (kvantitativt), dels i kvalitativa former beskriva hur eleverna
genom interventionen lart sig erfara tal och hur talstrukturer kan anvandas. Uppgiften ar ett
spatialt monster dar 12 objekt ar ordnade i 4 kolumner och 3 rader (se figur 2) . I uppgiften ar
antalet objekt fler dn vad kognitiva processer sdsom subitisering omfattar, vilket gor att eleven
maste nyttja ndgon sorts strategi for att bestimma antal, sdsom att urskilja talstrukturer som
framtrader i monstret.
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Uppgiften presenterades genom att intervjuaren visar en bild pa ett A4-papper for eleven.
Intervjuaren stdllde sedan tva fragor (a respektive b, se figur 2'). Bada frdgorna 6ppnade upp
for elever att uttrycka olika satt att erfara antal. Det ar ocksa majligt att fa reda pa om eleverna
anvander olika strategier pa fraga a och b. Eleven har mdjlighet att uttrycka sig verbalt men kan
aven peka och visa pd bilden. Intervjuaren hade i sitt protokoll en likadan bild och forutom att
anteckna vad eleven svarade, markerades ocksa hur eleven pekade och visade. Vid genomforan-
det av elevintervjuerna stdlldes uppgiften i slutet av intervjun.

Figur2
Uppgift med spatialt ménster
Uppgift Hundarna
Fraga a) Hur kan man SE, hur manga hundar det &r?
Fraga b) Hur manga hundar &r det tillsammans?
Analys

Elevernas respons pd uppgifterna i intervjuerna dokumenterades i ett protokoll med sarskilt
fokus pa elevernas val av strategier for att l6sa uppgifterna. Fraga a i den uppgift som analyse-
rades efterfragar inget exakt antal som svar utan fokuserar eventuellt urskiljande av struktur,
medan frdga b efterfragar det exakta antalet (hur mdnga?). Responsen kodades dels som utfall
i ratt, fel eller inget slutgiltigt svar, dels avseende vilken strategi eller ansats som anvandes (en-
stegsrakning eller strukturanvandning). I de fall som eleven gav uttryck for en strukturerande
ansats dokumenterades ocksa pa vilket satt strukturen framtradde till exempel i gruppering om
tva eller tre enheter, utifrdn resonemang sasom ”dubblor” (se figur 3). En elev som sdger “jag ser
fyra, fyra och fyra” foljt av “det ar tolv”, kodas darmed i fraga a som x.3.4 och i frdga b som 1.3.4.

Figur3
Kodnyckel

Kodnyckel

X.x.x utfall i rétt eller fel eller inget slutgiltigt svar
x.X.x strategi/ansats
x.x.X vilken struktur framtrader

Not. Kodnyckel for kodning av observerade strategier i de uppgiftsbaserade intervjuerna.

For att fa en samlad bild av elevernas erfarande och anvindande av talstrukturer for att be-
stamma antal fore och efter att ha deltagit i interventionerna gjordes en kvantitativ 6versikt

1 Uppgift inspirerad av Mulligan, Mitchelmore och Stephanou (2015).
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av frekvensvarden av elevernas sdtt att l6sa uppgiften i ndgon av tre 6vergripande kategorier:
strukturering, enstegsrakning alternativt inget svar. Strukturering kannetecknas av att eleven
ser uppgiften som en del-helhetsrelation och anvander sig av enheter storre an ett i sitt resone-
mang, exempelvis ser det spatiala monstret som tre rader med fyra i varje. Enstegsrakning kan-
netecknas av att eleven raknar alla objekten (hundar) en och en. I denna kategori hamnar dven
de elever som endast strukturerar ett mindre antal/en mindre del, exempelvis ser fyra hundar
och sedan raknar: "fem, sex, sju, atta, nio, tio, elva, tolv”. I den tredje kategorin inryms de elever
som inte ger nagot svar pa frdgorna.

Intresset i denna studie riktades dven mot hur eleverna erfar, eller ser, talstrukturer i figuren,
vilket besvarades kvalitativt genom en noggrannare analys av protokoll och féltanteckningar
fran intervjuerna. I denna analys tog vi en variationsteoretisk ansats, dar erfarande ar ett cen-
tralt begrepp. Att erfara ndgot innebar hur en individ ser (uppfattar, tolkar eller forstar) ndgot,
som en holistisk sammansatt forstaelse (Marton & Pong, 2005). Erfarandet (t.ex. pa vilket sitt en
elev ser en figur framfor sig) ar i sig en funktion av de aspekter av fenomenet som individen for-
mar att samtidigt urskilja vid ett givet tillfille. Individen ar standigt medveten om mdnga aspek-
ter som utgor olika fenomen i omvarlden, men de flesta befinner sig i medvetandets bakgrund
medan vissa framtrader (Marton & Booth, 1997). Vilka aspekter som framtrader for individen
beror dels pa vad individen erfarit tidigare, till exempel hur tal kan ses som enheter storre an ett,
dels vad som gors mojligt att urskilja i den specifika situation, sdsom hur en figur ar spatialt ord-
nad i ett monster av rader och kolumner. Utifran detta antagande, om vad som urskiljs av elever
som moter ett spatialt monster, identifierade vi vad som framtrader for eleverna och tolkade
detta i termer av hur eleven erfar strukturer, i vilka delar och helhet kan sattas i forgrund eller
bakgrund i elevens medvetande. P4 sa vis framtradde olika satt att erfara struktur och anvanda
talstrukturer for att bestamma antal i uppgiften. Denna analys gjordes pa bade a- och b-fragan.

Resultat

Resultatet fran elevintervjuerna vid forskoleklassdrets borjan visar att eleverna nyttjar olika
strategier for att beskriva hur man kan se och bestaimma antalet objekt i hunduppgiften (se
figurerna 4 och 5).

[ den forsta delfragan (frdga a) Hur kan man SE hur manga hundar det dr? uppmanas eleverna
att visa, sdga eller pa nagot satt uttrycka pa vilket satt man kan se antalet hundar. Nar eleverna
i interventionsgruppen beskriver hur man kan se antalet hundar nyttjar 71 procent av eleverna
enstegsrakning, medan 26 procent i stdllet nyttjar struktur for att beskriva detta. Ett fital elever
(3%) ger inget svar pa fragan (se figur 4). I jamforelsegruppen ar det 56 procent av eleverna som
vid den forsta elevintervjun nyttjar enstegsrakning nar de beskriver hur man kan se antalet
hundar, medan 34 procent av eleverna nyttjar struktur for att beskriva hur man kan se antalet. I
jamforelsegruppen ar det 10 procent av eleverna som inte ger ndgot svar vid det forsta intervju-
tillfallet (se figur 4). Andelen elever som nyttjar enstegsrakning vid det forsta intervjutillfallet
ar storre i interventionsgruppen an i jamforelsegruppen (71% vs. 56%) och andelen elever som
nyttjar struktur ar mindre i interventionsgruppen an i jaimforelsegruppen vid samma intervju-
tillfalle (26% vs. 34%).

Vid det andra intervjutillfallet i slutet av forskoleklassdret kan vi se skillnader i andelen elever
som nyttjar enstegsrakning respektive struktur for att beskriva hur man kan se antalet hundar.
Av de elever som deltagit i interventionerna under ldsdret nyttjar nu 42 procent av eleverna en-
stegsrakning nar de beskriver hur man kan se antalet hundar i det spatiala monstret, vilket ar
en minskning med ndstan 30 procentenheter jamfort med det forsta intervjutillfallet. Alla elever
ger svar pa fragan vid det andra intervjutillfallet vilket innebar att det ar 58 procent av eleverna

37



TEMA: MATEMATIKINTERVENTIONER I FORSKOLA OCH FORSKOLEKLASS

FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE, VOL. 12, NR 2, 2024, S. 31-45 Camilla Bjorklund m.fl.

som nyttjar struktur i sin beskrivning. For jamforelsegruppen kan vi notera att andelen elever
som enstegsraknar vid det andra intervjutillfallet ar nast intill oférandrad (minskning med 3
procentenheter) medan andelen elever som nyttjar struktur 6kat med g procentenheter. Ett fatal
elever i jamforelsegruppen (4%) ger inget svar pa hur man kan se antalet hundar vid det andra
intervjutillfallet.

Figur 4
Strategier for att [6sa uppgift a)

Not. Andel elever som anvédnder enstegsrakning (blatt) och struktur (orange) fére och efter interventions-
tillfallet for interventions- och jdmforelsegruppen for att beskriva hur man kan se antalet hundar. Andelen
elever som ej Idmnade svar ar ocksa representerade (gratt).

I den andra delfragan (fraga b) uppmanades eleverna att tala om “hur manga” hundar som finns
i det spatiala monstret. Nar eleverna i interventionsgruppen tar reda pa antalet hundar vid den
forsta elevintervjun nyttjar 84 procent enstegsrakning, medan 11 procent av eleverna i stallet
nyttjar struktur for att beskriva detta. Ett fital elever (5%) ger inget svar pa fragan (se figur
5). I jamforelsegruppen ar det 76 procent av eleverna som vid den forsta elevintervjun nyttjar
enstegsrakning nar de bestimmer antalet hundar, medan 21 procent av eleverna i jaimforelse-
gruppen nyttjar struktur nar de bestaimmer det totala antalet hundar i monstret. I jamforelse-
gruppen ar det 3 procent av eleverna som inte ger ndgot svar vid det forsta intervjutillfillet (se
figur 5). Det kan noteras att aven i b-uppgiften ar andelen elever som nyttjar enstegsrakning vid
det forsta intervjutillfallet ndgot storre i interventionsgruppen jamfort med jamforelsegruppen
(84% vs. 76%). Andelen elever i interventionsgruppen som nyttjar struktur for att bestaimma
antalet hundar ar lagre jamf6rt med jamforelsegruppen (11% vs. 21%).

[ slutet av forskoleklassdret ndr den andra intervjun genomfors kan vi se skillnader i andelen
elever som nyttjar enstegsrakning respektive struktur nar de ska svara pa hur mdanga hundar
det ar i det spatiala monstret. I interventionsgruppen ar det 54 procent av eleverna som nyttjar
enstegsrakning for att bestimma antalet hundar, en minskning med 30 procentenheter mot
forsta intervjutillfallet. Andelen elever som nyttjar struktur for att bestimma antalet har i sin
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tur okat fradn 11 procent vid den forsta intervjun till 45 procent vid det andra intervjutillfallet. For
jamforelsegruppen kan vi notera att andelen elever som enstegsraknar vid det andra intervju-
tillfallet minskat med 11 procentenheter medan andelen elever som nyttjar struktur 6kat med 13
procentenheter (fran 21% till 34%, se figur 5). En slutsats vi kan dra utifrdn detta ar att fler elever
i bade interventions- och jamforelseklasser anvander strukturer efter forskoleklassaret, men de
elever som deltagit i interventionerna har utvecklat sin formaga att anvanda strukturer i mycket
hogre grad.

Figur s
Strategier fér att [6sa uppgift b)

Not. Andel elever som anvédnder enstegsrakning (blatt) och struktur (orange) fére och efter interventionstill-
fallet for interventions- och jamforelsegruppen for att svara pa hur madnga hundar det &r. Andelen elever som
ej lamnade svar ar ocksa representerade (gratt).

Ett intressant resultat ar att manga elever vdljer att enstegsrikna nar de ombeds bestaimma
exakt antal objekt dven om en stor andel visat sig kunna urskilja strukturer i figuren med hun-
darna. Med andra ord, eleverna urskiljer grupper, det vill siga enheter storre an ett, men formar
nodvandigtvis inte erfara dem som en del-helhetsrelation. I den foljande resultatredovisningen
riktar vi uppmarksamheten mot sattet som eleverna erfar struktur for att géra en kvalitativ ana-
lys av vad de olika satten innebar.

I det foljande beskrivs de satt pa vilka eleverna anvander sig av ndgon form av struktur nar
elevernas svar pa bade a-fragan (hur kan man SE) och b-frdgan (hur manga) tolkas som en hel-
het. Sattet att erfara struktur relateras till huruvida del-helhetsrelationen framtrader for elever-
na som en nodvandig aspekt att erfara for att kunna anvanda talstrukturer i syfte att bestimma
antal. Denna analys leder oss narmare svaret pa det som uppdagades i den kvantitativa analysen:
varfor elever som tycks ha lart sig strukturera har svarigheter att anvanda strukturerna for att
bestdmma antal.

Uppgiften med hundarna visade sig vara svar for eleverna att direkt se antalet. Ytterst fa elever
svarar snabbt och sdkert ett korrekt antal utan tycks behova resonera sig fram pa ett eller annat
satt till ett svar. I och med att antalet objekt ar relativt stort att uppskatta resonerar sig eleverna
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i stallet fram till hur mdnga det kan vara, det vill saga de beskriver strukturen de urskiljer i figu-
ren och tar sig pa sa satt fram till ett svar, ofta genom resonemang kring subitiserbara grupper
som eleverna pekar ut i figuren. Att urskilja 3-grupper och 4-grupper ar vanligast, vilket san-
nolikt grundar sig i att figuren ar uppbyggd som en 3x4-rektangel dar grupperna av tre eller fyra
ar subitiserbara for eleven och ses som enheter.

Fyra distinkta satt att erfara det spatiala monstret framtrader i analysen, vilka kan identifieras
utifran hur eleven urskiljer delar och helheter och sarskilt relationen mellan dessa. Eleverna
erfar det spatiala monstret som:

A. Sammansatta enheter utan relation till helheten: eleven urskiljer enbart enheter storre
an ett (dvs. sammansatta), men ser ingen relation till helheten 12.

B. Enstaka enheter med relation till helheten: eleven urskiljer enstaka enheter (1) i en
struktur som kan innebdra en helhet av 12. Denna helhet utgors inte av grupper som
enheter storre dn ett inom denna helhet.

C. Sammansatta och enstaka enheter med relation till helheten: eleven urskiljer (minst)
tva grupper i figuren som (sammansatta) enheter storre dn 1 vilka tillsammans utgor
en helhet. Eleven urskiljer resterande objekt i figuren som enstaka enheter (1) men
erfar inte hur de sammansatta och enstaka enheterna samtidigt relaterar till helheten
12.

D. Sammansatta enheter med relation till helheten: eleven urskiljer enheter storre an 1 och
helheten, samtidigt. Inneborden av 12 ar for eleven en helhet inom vilken delar ingar
som har en inbordes relation till varandra och till helheten.

A-D ger en 6versikt av hur eleverna erfar det spatiala monstret som enheter i forhdllande till den
storre helheten. Sarskild vikt har lagts vid huruvida eleverna erfar enheter som sammansatta el-
ler enstaka, samt om helheten urskiljs. I analysen visar det sig vara av betydelse att delar erfars
som sammansatta enheter och samtidigt relateras till helheten.

A. Sammansatta enheter utan relation till helheten

En del elever urskiljer sammansatta enheter i det spatiala monstret, till exempel tre rader med
fyra i varje eller fyra kolumner med tre i varje, men formadr inte urskilja hur dessa utgor delar
i en storre helhet (jamfor figur 1b). Det kan ta sig uttryck som att eleven drar med fingret fran
vanster till hoger langs raderna, sager “tre fyror, sen glomde jag var det var, da raknade jag dom”
och enstegsraknar for att bestimma det exakta antalet. De sammansatta enheterna bestdende
av tre grupper med fyra hundar relateras da inte till helheten. For att bestimma antal enstegs-
raknar darfor eleven for att hitta helheten. Den multiplikativa relationen i figuren uttrycks alltsa
av eleven, men svarigheten ligger i att se hur antalet grupper ar relaterade till helheten.

B. Enstaka enheter med relation till helheten

En stor andel av eleverna erfar det spatiala monstret som enstaka enheter. Det som utmarker
detta sdtt att se figuren ar att eleverna enstegsraknar varje objekt for att bestamma antalet, ing-
en tydlig struktur av delar och helhet anvands (jamfor figur 1a). Eleverna urskiljer helheten som
bestdende av 12 enstaka enheter men inga sammansatta enheter. Ibland uppkommer svarigheter
med att hdlla rakningen pa antalet objekt nar dessa hanteras som enskilda enheter.
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C. Sammansatta och enstaka enheter med relation till helheten

Eleverna urskiljer vissa grupper i det spatiala monstret som enheter stérre dn 1, vilka utgor en
helhet i sig. En del elever anvander strukturen av "dubblor”, de kan urskilja 4 i tvad rader som 8 (de
jamna delarna relaterar till en helhet). Daremot formar eleven inte skapa ytterligare grupper av
enheter storre an 1 att relatera till en storre helhet, varfor eleven raknar vidare i enstaka enheter
tills alla objekt i figuren inkluderats i helheten 12: “9, 10, 11, 12”, vilket kan ses som uttryck for att
eleven urskiljer en struktur av "fyra och fyra som ar atta” men inte har tillrackliga erfarenheter
av hur ytterligare en adderad 4-grupp bildar del i den obekanta helheten.

[ intervjuerna framtrader olika satt att gruppera sammansatta enheter som fo6ljs av enstegsrak-
ning for att bestaimma det exakta antalet, till exempel att eleven forst sétter ihop tva eller flera
grupper, oftast lika stora, och darefter de enheter som finns kvar att rakna: "Har ar nio” (haller
for dessa med handen, raknar sen) “9, 10, 11, 12.” Pa vilket sitt eleven erfar de nio hundar som
tacks 6ver med handen framgar inte ur datamaterialet, dock ar antalet storre an ett omfang som
ar mojligt att subitisera, varfor det ar sannolikt att eleven urskiljer nagon form av struktur i de
nio hundarna (tre kolumner med tre i varje) medan den sista kolumnen inte uttrycks som en
sammansatt enhet utan som enstaka enheter som behdver raknas fram.

D. Sammansatta enheter med relation till helheten

En del elever kan ge ett snabbt och sdkert svar och vanligtvis beskriva ett matematiskt resone-
mang som leder till svaret ndr de ombeds beskriva hur de kom fram till sitt svar. Snabba korrekta
svar ges dock sdllan i hundarna-uppgiften. Eleverna som svarar snabbt, sikert och korrekt pa
detta sitt anger det totala antalet redan ndr de far a-fragan. Strukturen hos det spatiala moénstret
erfars samtidigt som delar och helhet - antalet erfars som ett objekt. Anvandbarheten grundar
sig ddremot i huruvida eleven kan differentiera delar i helheten och forklara hur talen relaterar
till varandra (jJamfor figur 1c). De flesta elever som svarar snabbt och sdkert kan alltsd géra den
differentieringen vid en foljdfraga, men behdver inte ta utgangspunkt i att forst urskilja separe-
rade delar for att se hur de tillsammans utgor en helhet.

Manga av eleverna erfar det spatiala monstret som 3- eller 4-grupper och kan ocksa ge svaret
12 pa fragan hur manga det ar tillsammans. De erfar alltsa hur jamnstora grupper bildar helhe-
ten 12 och uppfattar pd sa satt hur delarna relaterar till helheten: “tre, tre, tre och tre. Tolv”. I och
med att raderna eller kolumnerna visuellt bildar enheter att ta fasta pa blir de framtrddande som
delar i helheten 12. Ett liknande satt att resonera sig fram till svar pa fragorna kan vi se hos elever
som ocksa erfar 3- eller 4-grupper, men i en tydlig additiv struktur: "fyra och fyra ar 8, sen fyra
igen dr 12” (pekar pa raderna, med bérjan pé dversta raden).

En variant av resonemang som bygger pa de urskilda lika stora grupperna inbegriper en samti-
dig addition dar varje del adderas till den foregdende och utgor en ny helhet, och pa samma satt
vaxer antalet successivt i elevens resonemang i jaimna steg som inkluderar de tidigare urskilda
enheterna som en del i en ny helhet: "fyra, atta, tolv”.

En del elever tar utgangspunkt i andra kdnda grupperingar av tal och resonerar utifran dessa,
till exempel "dubblor”. Figuren med hundarna tenderar att trigga igenkdanning av 6-grupper,
sannolikt for att objekten kan ses som "tarningssexor”. 6-grupper ar dock inte lika perceptuellt
urskiljbara som 3- och 4-grupper eftersom 6-enheten ar sammansatt av enheter som i sig inte
utgor hela rader. Raderna och kolumnerna drar uppmarksamheten till sig och bidrar till att
grupperna urskiljs, men en del elever erfar andd andra grupper av objekt i monstret, till exempel
att se grupper om tva dar monstret inte direkt triggar en perceptuell avgransning, till exempel
"tva, fyra, sex, dtta, tio, tolv” samtidigt som eleven pekar pa tva hundar i taget. Eleven urskiljer
da 2-grupper och adderar dem till att bilda en storre helhet. Att eleven raknar i “tvaskutt” for att
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bestamma antalet kan vara ett uttryck for att hen tar utgdngspunkt i jamna delar (tva-grupper)
men samtidigt ser hur delar bygger upp den storre helheten: varje 2-grupp som laggs till relate-
ras samtidigt till de tidigare 2-grupperna och till en allt mer vixande helhet.

Konklusion

Den kvalitativa analysen utmynnar i kvalitativt skilda satt att erfara och anvanda strukturer
(se A, C och D ovan), medan elever som endast urskiljer enstaka enheter som enstegsraknas (se
B ovan) inte har innebérden av talstruktur i mening av att urskilja relationen mellan enheter
storre an ett i det spatiala monstret. Flertalet elever visar sig alltsd inte anvdanda strukturer pa
ett framgangsrikt sitt dven om de deltagit i interventionen dar stor tyngd lagts vid att synlig-
gora del-helhetsrelationen hos tal. Analysen visar att urskilda (sammansatta) enheter inte med
nodvandighet relateras till en sammanhallen helhet, samtidigt (se A, B och C), vilket verkar vara
av betydelse for hur eleverna erfar del-helhetsrelationen i det spatiala monstret.

Diskussion

Syftet med denna artikel var att presentera och diskutera forskoleklasselevers formdga att se
och anvanda talstrukturer for att bestamma antal, samt hur férmagan utvecklas efter att de
har deltagit i interventioner som avser att synliggora talstrukturer. Vi har daremot inte i denna
studie redogjort for hur undervisningen i jamfoérelsegruppen har hanterat tal som innehall. En
begransning i var analys ar att det endast ar en uppgift som har analyserats, dock vacker resulta-
tet fragor om i vilken utstrackning undervisningen i den ordinarie forskoleklassundervisningen
framjar elevers strukturella medvetenhet, det vill siga formdgan att urskilja och anvdnda struk-
turer som stod for att bestamma antal (jfr Mulligan & Mitchelmore, 2009).

Talomradet skulle kunna spela en roll fér hur uppgiften att bestaimma antal kan l6sas utifran
urskilda talstrukturer. Ett lagre talomrdde kan till exempel memoreras eller kdnnas igen som ett
spatialt monster som representerar ett visst tal sdsom prickar ordnade pa en tarning (jfr Mand-
ler & Shebo, 1982). Ett hogre talomrade skulle da utgora en svarighet i och med att det blir mer
komplext att memorera monster med storre antal. Men, gruppering av tal over tio har ingdtt i
de interventioner som eleverna i denna studie deltagit i, vilket innebar att det hogre talomradet
tolv inte ar helt frimmande. Talomradet har valts for att utmana eleverna att urskilja den mul-
tiplikativa strukturen (tre fyror ar tolv eller fyra treor ar tolv). I Schoner och Benz (2018) studier
visar sig elever ha samma svdrigheter att se delar i en helhet hos tal mindre an tio, som vi ser i
talomradet 6ver tio, det vill sdga eleverna formar urskilja och relatera enheter storre an ett till en
helhet men raknar sedan ofta enstaka enheter for att bestamma det totala antalet.

Orsaken till att elever kan se men inte anvanda strukturerna behover dirmed en annan for-
klaring an att talomraden ar obekanta eller for stora. Sprenger och Benz (2020) beskriver ut-
vecklingen hos yngre elever som stegvisa fardigheter i riktning mot att anvanda strukturer for
att avgora antalet. Sprenger och Benz sammanfattning utgar fran en utvecklingspsykologisk
forklaring att raknefardigheter utvecklas som allt mer avancerade strategier och fardigheter.
Utveckling i det variationsteoretiska perspektivet som vi anvander i denna studie, innebar da-
remot att man samtidigt formar att urskilja fler och nédvandiga aspekter av i detta fall tal. I
interventionen var avsikten att ge eleverna mojlighet att utveckla sdttet att erfara talstrukturer
som del-helhetsrelation, dar urskiljandet av delar (sammansatta enheter) och helheten dr nod-
vandigt. I och med de observationer som gjorts i studien - att vissa elever har lart sig se men
inte anvander strukturer for att bestaimma antal — kan man dra slutsatsen att fokuseringen pa
del-helhetsrelationen dr en nddvandig aspekt, men kanske inte tillracklig, for att alla elever ska
anvinda talstrukturer for att bestamma antal. I den kvalitativa analysen framtrader helheten
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som en betydande aspekt, dar i synnerhet den samtidiga urskiljningen av delar (enheter storre
an ett) till helheten (struktur bestdende av tva eller flera enheter) tycks spela roll fér hur elev-
erna formar bestamma antal.

En didaktiskt viktig fraga uppstar da, huruvida undervisningen fokuserat framst pa delar, det
vill sdga att urskilja och skapa enheter storre dn ett, men i mindre utstrackning relaterat dem
som delar till helheten. Utmaningen i undervisningen tycks ndamligen vara att samtidigt fo-
kusera vad delarna ar delar av. En annan aspekt att beakta i fortsatta interventioner kan vara
att skapa forutsattningar for att eleven urskiljer tio som en enhet, eftersom det underldttar att
bestamma storre antal, dar "skutt” i 2-, 3- eller 4-enheter blir en krdavande procedur om tydliga
hallpunkter inte finns att relatera till. I interventionerna ingick "tio som enhet” i de senare mo-
dulerna, vilket innebar att eleverna hade viss erfarenhet av den strukturen. Daremot ger figuren
i den analyserade uppgiften inte direkt vagledning till att se (fem eller) tio som en enhet, vilket
kan vara en orsak till att ytterst fa visade sig urskilja sddan struktur.

Resultatet fran denna studie vacker fragan om vad som hjdlper elever att urskilja enheter storre
an ett och relatera dessa till helheten: flera elever har lart sig att se sammansatta enheter men
formar inte anvanda dem for att bestamma antal. For undervisningsutveckling ar detta en be-
tydelsefull upptackt for att vidga kunskaperna om elevers forutsattningar att lra sig anvanda
talstrukturer pd ett framgdangsrikt satt for att 16sa numeriska problem.

Avslutningsvis havdar vi, med utgdngspunkt i denna studie och tidigare forskning, att en in-
riktning mot att studera och uppmarksamma elevers erfarande i den didaktiska forskningen kan
bidra med vardefulla insikter att anvanda i utvecklandet av undervisningen som bidrar inte bara
till elevers matematikfardigheter utan ocksa till den grundlaggande och foérdjupade forstaelsen
for hur tal kan struktureras for att se och anvanda relationer inom och mellan tal pa ett fram-
gangsrikt satt.

En del av resultaten som ingar i denna artikel har presenterats vid konferensen Madif 14 och
publiceras pad engelska i en kommande konferensvolym.

Tack

Studien har genomfo6rts med bidrag fran Vetenskapsradet (diarienummer 2020-03712).
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