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Sammanfattning

Syftet med studien, som ligger till grund for artikeln, &r att bidra med kunskap
om vilka mojligheter elever far for att Iara sig forsta likvardiga brak vid olika
lektionsdesigner. For att besvara detta syfte genomférdes en Learning study i
tre cykler i arskurs 5 med 58 elever. Elevernas méjligheter till Iarande analyse-
rades bade kvalitativt genom observation av undervisningen och kvantitativt
genom test dar eleverna fick visa sina kunskaper om likvardiga brak fore och
efter lektionerna. Lektionerna designades med stdd av variationsteori och
matematikdidaktisk forskning. Resultaten visar att eleverna utvecklade sin for-
maga i alla tre cykler, sarskilt i den sista. Framgangsfaktorer i undervisningen
inkluderade lararens anvandning av kontraster, tallinjen och ett strukturerat
satt att hantera elevernas svar. Dessa faktorer visade sig vara effektiva for att
framja elevernas larande. Studiens resultat kan anvandas som underlag for
larare och forskare for att ytterligare 6ka kunskapen om hur undervisningen
kan mojliggora att elever lar sig forsta likvardiga brak.

Nyckelord: matematikundervisning, likvardiga brak, learning study, varia-
tionsteori

Abstract

The aim of the study is to contribute knowledge about the opportunities stu-
dents get to learn to understand equivalent fractions through various enacted
objects of learning in different lesson designs. To address this, a Learning study
was conducted in three cycles in grade 5 with 58 students. Students' learning
opportunities were analyzed both qualitatively through observations and
quantitatively through tests where students demonstrated their knowledge of
equivalent fractions before and after the lessons. Lessons were designed with
the support of variation theory and mathematics education research. Results
show that students improved their ability in all three cycles, especially the last
one. Success factors included the teacher's use of contrasts, the number line,
and a structured approach to student responses. These factors proved ef-
fective in promoting students' learning. Teachers and researchers can use the
study's results to increase understanding of how teaching can enable students
to learn equivalent fractions.

Keywords: Mathematics education, Equivalent fraction, Learning study, Varia-
tion theory
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Introduktion

Rationella tal i brakform &r en central del av matematikundervisningen (Pedersen & Bjerre, 2021)
och anses vara ett av de mest komplexa och utmanande omradena for elever att forsta (Barbieri
m.fl.,2020; Fazio m.fl., 2016; Schneider & Siegler, 2010). For lasbarheten anvander vi framéver
enbart uttrycket brdk. Det avser da rationella tal i brakform, det vill sdga tal som uttrycks av
formen %/, dar a och b tillhor heltalen (jfr Kiselmann & Mouwitz, 2008). En sarskilt utmanande
aspekt for elever ar att forsta likvardiga brak, det vill sdga brak som representerar samma varde
trots att de har olika tdljare och namnare (Kamii & Clark, 1995; Wong, 2010).

Elevers kunskaper om likvardiga brdk ar avgorande for deras forstaelse av brak och deras for-
mdga att utfora brakberdkningar (Jigyel & Afamasaga-Fuatai, 2007). For att anses ha forstaelse
for likvardiga brak behover eleverna kunna se brak som en méangd som mats i relation till en
referensenhet, konstruera brdk med hjilp av konkreta eller visuella representationer, anvanda
symboliska representationer for att konstruera likvardiga brak, samt inse att likvardiga brak
representerar samma mangd (Cathcart m.fl., 2006; Lamon, 2020). Dessutom behover eleverna
forstd det multiplikativa forhallandet hos likvardiga brdk, vilket innebar att de kan identifiera
sambandet mellan tdljare och ndmnare (Hecht m.fl., 2003; Van Steenbrugge m.fl., 2014) och
forsta att ett brdk kan ha samma vadrde aven om dess tdljare och ndmnare ar olika. Att forsta
likvardiga brak kraver en integrering och kombination av dessa aspekter (Wong, 2010).

Elever moter flera utmaningar nar det gdller likvardiga brak. En av dessa ar utmaningar ar
svarigheten att identifiera likvardighet nar braken har olika uttryck och kraver férlangning med
stora tal, som att forsta att 2/3 och 28/42 ar likvardiga (Boyer & Levine, 2012; Huinkers, 2002). Vissa
elever kan dven felaktigt tro att brak ar likvardiga om de innehdller samma siffror, exempelvis
att /3 skulle vara likvardigt med /2 (Erlwanger, 1973; Skolverket, 2008). Elever tenderar att for-
bise att tdljare och namnare byter plats och anser detta vara irrelevant. En annan utmaning som
paverkar elevers formdga att uppfatta likvardigheten ar deras uppfattning av taljaren och nam-
naren som separata heltal i stdllet for som en enhet, vilket gor att /5 inte uppfattas som likvar-
digt med /s (Jigyel & Afamasaga-Fuatai, 2007; Tian m.fl., 2021). Elevers forstaelse av likvardiga
brak paverkas ocksa av en bias mot heltalet, vilket innebar att de inte ser brak som proportioner
mellan tva relaterade heltal som ar kopplade till tdljare och namnare. Detta kan paverka deras
formdga att forstd att ett brak kan uttryckas pa olika satt (Rodrigues m.fl., 2016; Siegler & Pyke,
2013). Flera studier har belyst dessa utmaningar i elevers brakforstaelse. Daremot behovs fort-
farande mer kunskap om hur undervisningen kan designas for att eleverna ska utveckla detta
kunnande (Lee m.fl., 2011; Mills, 2016). I flera tidigare studier (t.ex. Maunula, 2018; Sveider, 2021)
har matematikundervisning analyserats med hjilp av variationsteorin, eftersom den fokuserar
pa relationen mellan undervisningen och larandet av ett amnesinnehall. Foreliggande studie
syftar till att bidra med kunskap om vilka méjligheter elever far for att lara sig forsta likvardiga
brak vid olika lektionsdesigner.

Brdkundervisning

Nar larare undervisar elever om brak maste de ta hansyn flera aspekter, sdsom val av represen-
tationer (Sveider, 2021), exempel (Sun, 2015; Watson & Mason, 2006) och hur elevsvar hanteras
(Maunula, 2018; Karlsson & Wennergren, 2014). Tidigare forskning visar att larare anvander oli-
ka representationer, som areamodeller och langd- eller linjemodeller (tallinjen), for att fordjupa
elevernas forstdelse av brak (Van de Walle m.fl., 2018). Visuella modeller, sdsom areamodeller
med bade cirkuldra och rektanguldra figurer anvands for att illustrera hur brak utgor en del av
en helhet (Sidney m.fl., 2019; Tun¢ -Pekkan, 2015). Aven om areamodeller ofta anvinds i under-
visning om brdk finns det olika dsikter om deras effektivitet (Moss, 2005; Vig m.fl., 2014).
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En larare som daremot vill att eleverna ska forstd att ett brak ar ett tal som kan representeras
som en position pa en tallinje (se Cramer m.fl., 2019; Eriksson, 2015) kan anvianda langd- eller
linjemodeller (Schumacher m.fl., 2018). Hamdan och Gunderson (2017) visade att elever som
placerade brdk pa en tallinje var mer framgdngsrika vid jamforelse av brak an de som anvande
areamodeller. Vikten av tallinjen i undervisning om brak, dar fokus riktas mot brakets storlek,
har betonats av flera forskare (t.ex. Baribieri m.fl, 2020; Cramer m.fl., 2019; Fuchs m.fl., 2017;
Jordan m.fl,, 2017; Siegler & Lortie-Forgues, 2017; Siegler m.fl., 2010). En fordel med att anvanda
tallinjen ar att den dven kan anvandas for att representera negativa brak och brak som ar mycket
stora (Fuchs m.fl., 2021).

For att underlitta elevernas forstaelse av brak ar det avgorande att lararen aktivt integrerar oli-
ka representationer i undervisningen, oavsett om de ar konkreta, visuella bilder eller abstrakta
symboler. Det ar sarskilt viktigt att koppla de visuella bilderna till de abstrakta representatio-
nerna (Flores. m.fl., 2018; Hudson & Miller, 2006), vilket kan hjilpa eleverna att fokusera pa de
centrala aspekterna av det matematiska innehdllet och darigenom uppna en djupare forstdelse
av matematiska begrepp (Diindar, 2015; Ekdahl, 2019; Lesh, 1981).

Forskning om hur olika undervisningsmetoder i helklass hjalper elever att tillagna sig kun-
skaper om likvardiga brdk ar begransad. Tidigare studier har framfor allt studerat individu-
ell eller gruppvis undervisning med elever som beskrivs ha matematiksvarigheter (t.ex. Dyson
m.fl., 2020; Eriksson, 2015; Flores m.fl., 2018; Siegler m.fl., 2011). Tidigare studier har exempelvis
undersokt effekter av specifika undervisningsmetoder som explicit undervisning (t.ex. Ennis &
Losiniski, 2019). Andra studier har utvarderat effektiviteten hos ett matematikprogram, sa som
Fraction Face Off! (FFO!), for fjardeklassare (t.ex. Fuchs m.fl., 2013). Det finns dven studier (t.ex.
Wang m.fl., 2019) som har studerat elevers sjdlvreglering, dar eleverna sjalva fick satta upp mal,
skatta sig sjdlva och fick stod i positivt tankande. Det finns ndgra studier om undervisning om
likvardiga brdk, sdsom Levenson (2010) och Inagaki med flera (1999). I Levensons (2010) studie
undersoktes vilken typ av forklaring eleverna foredrog i undervisningen om likvardiga brak.
Resultaten visade att elever som bedomdes vara hogpresterande elever foredrog forklaringar
som inneholl abstrakta symboler, medan elever som bedomdes som medelpresterande eller lag-
presterande elever foredrog forklaringar dar bilder anvandes for att visualisera likvardiga brak.
I Inagaki med flera (1999) observerades amerikanska och japanska matematiklektioner for att
undersoka feedback och frdgor fran larare, samt hur mycket tid som dgnades at detta.

Resultaten visade ingen skillnad i interaktionstid mellan amerikanska och japanska matema-
tiklektioner. Daremot hade de amerikanska lektionerna 6ver tre ganger sa manga interaktioner.
Under de amerikanska lektionerna bad lararna eleverna att beratta vilken procedur de anvant,
medan de japanska lararna uppmanade eleverna att forklara och motivera sina procedurer. De
japanska elevernas svar var mer komplexa, och ldrarna involverade andra elever i interaktionen,
vilket gav dem mgjlighet att utveckla resonemang och argumentation for sina procedurer. Stu-
dien visade att de japanska eleverna erbjods mer generell forstdelse som kunde appliceras pa
olika uppgifter an de amerikanska elever, trots liknande interaktionstid och matematikinnehall.
Ovanstdende forskningsresultat har varit vagledande i konstruktionen av vara lektioner.

Variationsteori

En ytterligare utgangspunkt for vara lektioner och analys av dem ar variationsteori. Grundlag-
gande i teorin ar att larande alltid ar riktat mot nagot, ett ldrandeobjekt, (Marton, 2015). I denna
studie ar larandeobjektet att kunna identifiera brdk och att omvandla likvérdiga brdk. For att elev-
erna ska kunna utveckla det avsedda kunnandet behover de urskilja nya aspekter av larandeob-
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jektet som gor det majligt att forstd det pd ett nytt sdtt. Dessa aspekter bendamns som kritiska
aspekter (Marton, 2015). For att undervisningen ska bli framgéangsrik behover lararen identifiera
vilka aspekter som ar kritiska for den aktuella elevgruppen. Det gor att undervisningen riktas
mot det som dr utmanande for eleverna i relation till det som ar centralt for att forsta larande-
objektet. Kritiska aspekter gdr att finna genom att analysera hur eleverna erfar larandeobjektet
innan de har fatt undervisning (Pang & Ki, 2016). I en elevgrupp brukar det vanligen finnas ett
begransat antal satt att forsta larandeobjektet pa.

Marton (2015) beskriver att larande mojliggors framst nar vi erfar skillnader, inte likheter, vil-
ket gor att det dr en bra grundprincip att utga frdn i undervisningen. Det innebar att kontrast
och jamforelser ar kraftfulla verktyg for att mojliggora for eleverna att urskilja nya aspekter av
ett larandeobjekt. Aspekterna blir mojliga att urskilja for att en dimension av variation 6ppnas
ndr tva varden inom dimensionen kontrasteras (Lo, 2014; Marton, 2015). Om ldraren till exempel
vill att eleverna ska urskilja formen pd trianglar sd kan ldararen 6ppna en dimension av varia-
tion genom att variera aspekten form, vilket kan goras genom att kontrastera en triangel mot
en kvadrat. Andra aspekter, sd som farg, storlek ar daremot invarianta, vilket innebadr att de ar
lika. Genom att variera den fokuserade aspekten mot en invariant bakgrund riktas elevernas
uppmarksamhet mot den kritiska aspekt som ar i fokus, i det foregdende exemplet innebar det
att sjdlva formen. Nar en aspekt ar utskild, bor lararen anvanda sig av generalisering. Da varieras
systematiskt de aspekter som inte ar kritiska, vilket innebdr att en aspekt varieras i taget, sam-
tidigt som 6vriga aspekter ar invarianta (Lo, 2014; Marton, 2015). I féregaende exempel innebar
det att den fokuserade aspekten form ar invariant, men att andra aspekter varieras, till exempel
kan trianglar med olika vinklar jamforas for att pa sa satt peka ut att det ar fortfarande trianglar.

Genom att analysera hur variationsteorins grundprinciper iscensdtts i undervisningen, och
sdtta detta i relation till elevers larande, gar det att analysera vilka larandeméjligheter eleverna
erbjods (Marton, 2015).

Metod

En learning study (LS) genomf6rdes for att undersoka vilka mojligheter elever far for att lara sig
forsta likvardiga brak vid olika lektionsdesigner. Studien genomfordes av tva forskare i samar-
bete med tva erfarna larare. Processen bestod av tre cykler bestdende av foljande steg: fortest,
identifiering av kritiska aspekter, planering av tva lektioner, genomforande av lektionerna, ef-
tertest och analys.

Deltagare och urval i studien

Vi valde larare med vilka vi redan hade en kontakt, vilket innebar att urvalet var malinriktat
(se Bryman, 2018). Bada lararna var erfarna och hade visat intresse for att utveckla sin matema-
tikundervisning. De tva ldrarna som deltog i studien arbetade pa varsin skola men pd samma
ort. I studien deltog tre klasser fran arskurs 5. Klasserna valdes ut for att de fanns pa samma
skolor som lararna arbetade och dar ldrarna hade etablerat kontakt med eleverna. Total deltog
58 elever fordelade pa tre klasser; cykel 1 (19 elever), cykel 2 (16 elever) och cykel 3 (23 elever). Tva
av klasserna var placerade pa en skola, medan den tredje klassen fanns pd en annan skola. Bada
skolorna ar kommunala och beldgna i en mindre ort i mellersta Sverige.

For- och eftertest

For att utvardera elevernas kunskaper utvecklades ett test som fungerade bade fore och efter
undervisningen. Konsistensen mellan testen bedomdes vara 0,75 enligt Cronbachs alfa. Syftet
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med testet var att (a) analysera elevernas formdga att hantera brak och (b) utvirdera om det
fanns skillnader i elevernas prestationer pa uppgifter om likvardiga brak fore och efter undervis-
ningen (jfr Marton, 2015). For att sdkerstalla att eleverna forstod uppgifterna i testet, genomgick
uppgifterna en pilottestning med en grupp elever som inte deltog i den aktuella undervisningen.

Testet bestod av tre kategorier (testvariabler): (1) att identifiera och skilja brak fran decimaltal,
heltal, negativa tal och tal skrivna i procentform, (2) att uttrycka likvardiga brak med hjilp av
areamodeller och (3) att uttrycka likvardiga brak utan hjdlp av areamodeller. Syftet med den
forsta kategorin var att bedoma elevernas kunskap om brak som matematiskt begrepp. For att fa
maximala poang behévde eleverna identifiera bade ensiffriga brak, exempelvis 7 och tvasiffriga
brak som *%s3, som brak. Maximalt antal poang for denna kategori var 1 podng. Syftet med den
andra kategorin var att bedoma elevernas formaga att, med hjalp av visuella representationer,
skapa likvardiga brak. For att fa full poang behvde eleverna kunna rita tva brak som var likvar-
diga med det ursprungliga brdket, vilket innebar att de hade samma numeriska varde. Maximalt
antal podng for denna kategori var 2 poang. Den tredje kategorin, som utgjorde huvuddelen av
testet, inkluderade tre olika typer av uppgifter. Syftet med dessa uppgifter var att bedoma elev-
ernas formaga att identifiera likvardiga brak, sasom Y4 = %5, samt att identifiera brak som inte var
likvardiga, sasom 5 och %1. Dessutom skulle eleverna sjdlva kunna skriva brak som var likvardi-
ga med givna brak, exempelvis V5, %5, % och Y10. Den sista uppgiften inkluderades for att bedoma
elevernas formdga att hantera omvandling av namnaren och eller tdljaren. Maximalt antal poang
for denna kategori var 9 poang. Testet genomfordes bade fore och efter eleverna undervisades
om likvardiga brdk. Testet genomfordes i borjan av studien i alla tre klasser. Samma test utférdes
sedan igen i klasserna i cykel 2 och 3, for att testresultaten skulle vara nara forskningslektio-
nerna. Resultaten fran andra testomgangen skilde sig enbart marginellt fran den forsta.

Kvalitativ analys

For att fa insikt om hur eleverna erfor likvardiga brik och for att identifiera kritiska aspekter ge-
nomfordes dven en kvalitativ analys av fortesten som genomfordes i de tre klasserna. Analysen
inspirerades av Pang och Kis (2016) beskrivning av att kritiska aspekter kan identifieras genom
att utga fran en analys av hur elever erfar larandeobjektet.

Initialt analyserades hur eleverna erfor brak. Detta gjordes genom att forst gruppera likartade
l6sningar pa uppgifterna, vilket gjorde att vi kunde identifiera de olika strategier och tillvaga-
gdngssatt som eleverna anvande (se forsta kolumnen i tabell 1). [ ndsta steg anvande vi de identi-
fierade strategierna for att beskriva hur eleverna erfor brik. Vi utgick da fran andra ordningens
perspektiv (se Marton & Booth, 2000), vilket innebar att vi forsokte beskriva hur eleverna for-
star brak. Vi stdllde oss da bland annat foljande fragor: Om denna strategi anvdnds, hur forstdr
da eleverna brdk? Ndr eleven [6ser uppgiften pad detta sitt, vad fokuserar eleven pd dd? P4 sa satt
kunde vi fanga de kvalitativt skilda satt som brdk kan erfaras som, utifran vart dataunderlag (se
andra kolumnen i tabell 1). Detta resulterade i fem kategorier.

Baserat pa dessa kategorier identifierades kritiska aspekter genom att utga frdn varje kategori
och analysera vad eleverna annu inte hade urskilt och vad de behéver urskilja (se tredje kolum-
nen i tabell 1).

Kvantitativ analys

I den kvantitativa analysen anviandes beroende t-tester for att utvardera om det fanns ndgra
medelvardesskillnader i elevernas prestationer fore och efter LS-cyklerna (1-3) pa de tre test-
variablerna vid bade for- och eftertesten. Om det fanns en signifikant skillnad mellan for- och
eftertest anvandes Hedges' g for att berdkna effektstorleken. Hedges' g-varden pa o,2, 0,4-0,5
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och 0,8 eller hogre indikerar en liten, mattlig eller betydande effekt. Om empirin inte uppfyllde
kraven for normalférdelning, enligt Hair med flera (2010)', utférdes inga t-tester.

Arbete med lektionsdesign och analys under pdgdende Learning study

Lektionerna designades gemensamt av forskar-larargruppen med utgdngspunkt i variationsteo-
rin och tidigare forskning om brakundervisning (se bilaga 1). Syftet var att synliggora de kritiska
aspekter som identifierades i fortestet. Vi stravade efter att skapa kontraster som riktade elever-
nas uppmadrksamhet mot de kritiska aspekterna (jfr Marton, 2015). Dessutom anvandes flera re-
presentationer, sarskilt tallinjen (jfr Fuchs m.fl., 2017; Jordan m.fl., 2017; Siegler & Lortie-Forgues,
2017; Siegler m.fl., 2010), for att stodja elevernas forstdelse av likvardiga brak.

I varje cykel holl en av de deltagande lararna i tva lektioner. Lektionerna observerades av en av
forskarna och dokumenterades genom videoinspelning med hjélp av en iPad. Ett par dagar efter
lektionerna genomforde eleverna eftertestet for att utvardera deras kunskapsutveckling.

Efter varje cykel analyserades medelvardesskillnaden mellan f6r- och efterresultaten. Da sok-
tes efter vilka omrdden eleverna hade utvecklats pd. Darefter analyserades lektionerna med
fokus pad hur lirandeobjektet och de kritiska aspekterna framtradde, samt om andra aspekter
visade sig vara kritiska an de som hade identifierats i fortestet. Inga nya kritiska aspekter fram-
kom pa detta sdtt. Efter varje cykel genomfordes daremot revideringar avseende hur de kritiska
aspekterna synliggjordes.

Reanalys av lektionerna

Efter att lektionerna hade genomforts analyserades de inspelade och transkriberade lektionerna
i forhallande till resultaten fran for- och eftertesten dnnu en gang. Analysen utfordes av de ur-
sprungliga forskarna samt en tredje forskare som tidigare inte hade varit involverad i studien.

Baserat pa variationsteoretiska antaganden (utifrdn Lo, 2014; Marton, 2015) analyserades initi-
alt varje cykel separat med fokus pa hur larandeobjektet och de kritiska aspekterna framtradde.
Analysen riktades mot vad som blev i forgrunden i undervisningen. Det innebar hur ldraren och
eleverna pratade om dessa exempel samt hur elevsvaren anvandes. Analysen sattes ocksa i rela-
tion till elevers larande bade sa som det uttrycks pd lektionen och det som framkom i skillnaden
mellan for- och eftertest.

[ ndsta steg jamfordes resultaten fran for- och eftertesten mellan cyklerna for att identifie-
ra specifika undervisningsmoment dar elevernas prestationer skilde sig at. Dessa sekvenser
analyserades sedan djupgdende utifrdn variationsteoretiska antaganden for att forsta vad som
eventuellt paverkade elevernas resultat. Jimforelserna fokuserade pa hur de kritiska aspekterna
framtradde avseende variationsmonster och hur lararen hjalpte eleverna i att rikta sin uppmark-
samhet mot dessa aspekter.

Etik

For att sdkerstalla efterlevnad av etiska principer (se Vetenskapsradet, 2017) gav eleverna och
deras vardnadshavare skriftligt samtycke att delta i projektet. Samtliga elever deltog i under-
visningen, forutom de som inte gav sitt medgivande att bli filmade. For att skydda elevernas
och lararnas konfidentialitet, inkluderas inga namn, skolor eller orter i artikeln. Det insamlade
materialet anvands endast i forskningssyfte och forvaras sakert i enlighet med riktlinjerna vid
Linkopings universitet.

1 Enligt Hair m.fl. (2010) bor data anses vara normalférdelad om skevheten ligger mellan -2 och +2 samt kurtosis
mellan -7 och +7.
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Resultat
Resultatet presenteras i tvd delar. Den forsta delen beskriver dels resultat fran den kvalitativa
analysen, dels resultat fran kvantitativa analysen av elevtesterna. Den andra beskriver hur de
kritiska aspekterna hanterades i undervisningen.

Nedan presenteras forst analysen av elevernas olika tillvagagdngssatt och de kritiska aspekter
som identifierades baserat pa dem. Darefter beskrivs de resultat som eleverna fick pa for- och
eftertesten.

Elevers olika sdtt att erfara likvirdiga brdk och identifierade kritiska aspekter

Genom den kvalitativa analysen identifierades fem olika sdtt att erfara likvardiga brdk. I tabell
1 redovisas, i den forsta kolumnen, elevers satt att erfara bradk. Kolumn tva presenterar de stra-
tegier som eleverna anvander for att 16sa uppgifterna. Den tredje kolumnen specificerar vilken
kritisk aspekt som har identifierats i relation till varje kategori. For att forsta likvardiga brak
behover de urskilja vad ett brak ar. Darfor handlar de forsta strategierna om brdk och de reste-
rande om likvardiga brdk. De tva 6versta kritiska aspekterna ar likartade, skillnaden bestar i att
den understa av dem ar inriktad mot ett specifikt sitt att erfara brdk som begransade till tiljare
och ndmnare mindre dn 10. [ resultatdelen Hantering av de kritiska aspekterna under lektionerna
kommer dessa kritiska aspekter behandlas under samma rubrik.

Tabell 2
Elevers erfaranden, strategier och kritiska aspekter.

Elevers erfarande Strategier Kritisk aspekt

Ser decimaltal som brak Ringar in 23,67 som brak. Ett brak uttrycks i formen 2/,

Skiljer inte pa braktal, decimaltal
och procent.

Ser brak som begransade till Ringar in /s men inte **/ea. Ett brék uttrycks i formen /s

taljare och ndmnare mindre an 10 e e o) ) oberoende av vilka tal som star i
Vid forlangning av brak overskrids 1 R
tédljaren och namnaren.

aldrig talet 10 i néamnaren eller
téljaren (Y10=%/s).

Ser likvardiga brak som likadana Byter plats pa téljaren och Talens position dndrar brakets
tal pa ny plats. namnaren (Y/a = */1). varde.
Ser likvérdiga brak som en additiv ~ Férldnger bara téljaren (2/s= %/s). Det finns en multiplikativ relation

och férhallandet mellan nédmnare
och téljare dr proportionellt.

relation det vill sdga namnare

1 Forlanger bara ndmnaren (3/4=
eller téljare adderas med samma & (

3
tal. /e)-
Ser likvardiga brak som en Adderar téljaren och namnaren For att forlanga brak multipliceras
matematisk procedur med med samma tal (3/4= %/s). tdljaren och ndmnaren med
addition. samma tal.

Elevernas prestationer pa for- och eftertest

Elevernas prestation pd matematiktestet presenteras for varje cykel. Beskrivande statistik visas,
i form av medelvarde (M), standardavvikelse (SD) och medelvardesskillnad (MD), for elevernas
prestationer avseende (a) Brakidentifiering (BI), (b) Likvardiga brak med areamodeller (LBMA),
och (c) Likvardiga brdk utan areasmodeller (LBUA), se tabell 2.
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Analysen av elevernas prestationer fore och efter undervisning (cykel 1) visade att eleverna
presterade signifikant battre pa uppgifter relaterade till brakidentifiering (BI), t(19) = 2,99, p
=0,008 och uppgifter om likvardiga brak utan areamodeller (LBUA), t(19) =3,17, p = 0,005 . P&
brakidentifieringsuppgiften observerades en stor skillnad i prestation fore och efter undervis-
ning (Hedges'g = 0,95), medan likvardiga brak utan areamodeller visade en mattlig férbattring
(Hedges'g = 0,55).

I cykel 2 presterade eleverna signifikant battre pa eftertestet jamfort med fortestet pa bra-
kidentifieringsuppgiften, t(16) = 2.40, p = 0,029, samt pd uppgifterna som involverade likvar-
diga brak utan areamodeller, ¢(16) = 4,26, p < 0,01. En betydande effektstorlek observerades for
utvecklingen av prestationen i uppgifter med likvardiga brdk utan areasmodeller (Hedges'g =
0,82), medan en mattlig effektstorlek pavisades for utvecklingen av prestationen i brakidentifie-
ringsuppgiften (Hedges'g = 0,73).

I cykel 3 observerades signifikanta effekter pa uppgiften for att identifiera brak, t(23) = 3,49, p =
0,02, och pa uppgifter for likvardiga brak utan areamodeller, t(23) = 6,11, p < 0,01. Effektstorleken
avseende skillnaden mellan prestation fore och efter undervisning var for likvardiga brak utan
areamodell (Hedges'g =1,76) och for férandringen av prestationen pa uppgiften for att identifiera
brak (1.1) var betydande.

Tabell 2
Resultat fran for- och eftertest, cykel 1-3.

Cykel 1 Cykel 2 Cykel 3
n=19 n=16 n=23
Testvariabel Fortest Eftertest MD  t(19) Hedges'g Fortest Eftertest MD t(16) Hedges'gs  Fortest Eftertest MD t(23) Hedges'g
M (SD) M (SD) M (SD) M (SD) M (SD) M (SD)
B 0.50 0.90 0.40  2.99%* 0.95 0.61 0.91 0.30 2.40* 0.73 0.46 0.92 0.46 3.49** 1.10
(0.51)  (0.31) (0.50)  (0.24) (0.51) (0.28)
LBMA 1.85 1.80 -0.05 0.75 0.11 1.74 1.76 0.02 0.37 0.03 1.96 2.00 0.04 Ns 0.00
(0.52)  (0.37) (0.62) (0.56) (0.19)  (0.00)
LBUA 3.35 5.50 215 3.17* 055 2.96 5.76 2.80 4.26*%* 0.82 3.93 8.64 471 6.11** 1.76
(3.63) (4.22) (3.18) (3.75) (3.34) (1.63)

Not. * p<0,05. ** p< 0,001

Sammanfattningsvis visar resultaten varierande effekter inom varje cykel for de olika testvariab-
lerna. I cykel 1 framtradde en betydande positiv effekt for brakidentifiering (BI) med en Hedges'g
effektstorlek pa 0,95, medan effekten for likvardiga brak utan areamodeller (LBUA) var mindre
positiv med en Hedges'g effektstorlek pa o,55. I cykel 2 var effekten for brakidentifiering (BI)
ndgot mindre med en Hedges's g effektstorlek pd 0,73, medan effekten for likvardiga brak utan
areamodeller (LBUA) 6kade till 0,82. Cykel 3 uppvisade en markant 6kning av effekten fér bade
brakidentifiering (BI) med en Hedges'g effektstorlek pa 1,10 och likvardiga brak utan areamodel-
ler (LBUA) med en Hedges'g effektstorlek pa 1,76.

Inom varje cykel observerades ocksa 6kningar i medelvarden for testvariablerna BI och LBUA.
For brakidentifiering (BI) observerades en gradvis 6kning fran o,4 (cykel 1) till 0,46 (cykel 3). Li-
kasd 6kade medelvardesskillnaden for likvardiga brak utan areamodeller (LBUA) fran 2,15 (cykel
1) till 4,71 (cykel 3). Dessa resultat antyder en positiv utveckling 6ver tid inom varje cykel for bada
testvariablerna. De flesta elever forbdttrade sina resultat avseende bade brdkidentifiering och
forstaelse av likvardiga brak utan visuella modeller efter att de hade fatt undervisning.
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Hantering av de kritiska aspekterna under lektionerna
I nedanstdende resultat framstalls hur de kritiska aspekterna synliggors i undervisningen.

Ett brak uttrycks i formen 3/,

En kritisk aspekt vad galler larande av brdk ar att forstd hur ett brdk uttrycks. I denna studie
handlar det om att eleverna kan sarskilja hur brdk, decimaltal och procent uttrycks och forsta
skillnaden i funktionen hos brakstrecket och decimaltecknet. De behdver ocksa urskilja att ett
brdk kan ha bade ensiffriga och tvasiffriga nimnare och taljare.

For att denna aspekt skulle bli urskiljningsbar for eleverna, fick eleverna i uppgift att sarskilja
brdk, procent och decimaltal fran varandra. Lararen visade tre separata korgar, markta med or-
den "brak”, "procent”, och "decimaltal” och placerade talen 25,8, /4, 33%, ?’/65 och 4% Gver dem.
Genom att 6ppna en dimension av variation av hur rationella tal och tal i procentform kan ut-
tryckas hjalpte ldararen eleverna att rikta sin uppmarksamhet mot de olika sitten att skriva tal.
Det var viktigt att inkludera brak dar tdljaren och namnaren 6verskred 10, eftersom detta hade
visat sig vara utmanande for vissa elever.

Darefter ledde lararen en diskussion dar larare och elever gemensamt placerade talen i sina
respektive korgar. Under denna aktivitet fick eleverna bidra med forslag och lararen klargjorde
vilka tecken som anvdndes i de olika uttrycken. Ett exempel pd en sddan aktivitet ses i excerpt 1.

Excerpt 1. Utdrag cykel 3, lektion 1

Elev: 25 komma 8 ska vara i decimaltal.

Larare: Det ar ju ett decimaltal ja det finns ett decimaltecken déar [pekar].

Elev: 4 procent ska vara i procent.

Larare: Den ska ner dar ja for dar har vi ju procenttecknet dar [pekar].

Elev: Tjugosju av sextiofem ska till brak, precis som en fjdrdedel

Larare: Precis, tjugosju sextifemtedelar och en fjardedel ska ju ner till brdkkorgen.

[ excerpt 1 (cykel 3, lektion 1) framgar det att lararen forklarade pa vilket sétt de olika talen skrivs,
inklusive decimal- och procenttecken och brakstreck. Genom att det finns en variation avseende
hur rationella tal och procenttal skrivs, mojliggor det att eleverna lattare urskiljer dessa skillna-
der. I denna studie anvande vi dock inte samma siffror i de olika talen, vilket gor att aven dessa
varierar. Detta skulle kunna ha paverkat kontrastens tydlighet. Baserat pa resultaten sa verkar
det emellertid inte ha haft avgorande betydelse for elevernas larande.

Dessutom var ldararen noga med att korrekt uttrycka talen verbalt, aven om eleverna inte gjor-
de det. Detta illustreras nar en elev sdger "tjugosju av sextiofem” (excerpt 1, cykel 3, lektion 1). I
detta exempel bekraftar lararen svaret, samtidigt som lararen dndrar formuleringen och betonar
”delar” i uttrycket for att matematiskt korrekt uttrycka talet. Genom att variera uttryckssattet av
braket mojliggjorde lararen att eleverna kunde urskilja hur talet ska uttryckas.

Denna aktivitet genomfordes pa samma satt under samtliga tre cykler, eftersom ndstan alla
elever redan i den forsta cykeln forbattrade sin formaga att identifiera brdk, se tabell 2, cykel 3,
testvariabel BI.

Talens position andrar brakets varde

En annan kritisk aspekt ar att eleverna behéver urskilja att likvardiga brak handlar om forhal-
landet mellan braken och att detta férhallande férandras nar taljaren och ndimnaren byter plats.
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P4 en 6vergripande niva férandrades undervisning fran att ge eleverna en mgjlighet att sjalva
notera kontraster till att lararna explicit uppmarksammade eleverna pa kontraster och kontrol-
lerade hur eleverna uppfattat innehallet.

I cykel 1inleddes momentet genom att lararen presenterade det matematiska uttrycket %2, bade
som en halv rektangel och genom en halv stracka pa tallinjen. Eftersom 2 ar invariant blir re-
presentationerna i forgrunden, vilket mojliggor att eleverna urskiljer att ¥2 kan representeras pa
olika satt. Med detta som utgangspunkt skrev ldraren brakuttrycken Y2 och % pa tavlan, vilket
skapade en kontrast dar enbart positionen pad talen i tdljaren och ndmnaren varierade. Lararen
stdllde sedan en frdga till eleverna om de bada brdken var lika mycket viarda. Genom att stélla
den frdgan gavs eleverna en mojlighet att se att talens position i ett brak paverkar dess varde.
En elev fick mojlighet att uttrycka sina tankar kring detta, se excerpt 2 (cykel 1, lektion 1) nedan:

Excerpt 2. Utdrag cykel 1, lektion 1

Larare: Ar de lika mycket varda?

Elev: De &r inte samma.

Larare: De ar inte samma. Varfor ar de inte samma?

Elev: Du har bytt plats pa dem.

Larare: Jag har bytt plats pa dem och da blir det inte samma vérde.

Elevens fokus riktades mot om talen har samma position, snarare dn mot att jamféra om ut-
trycken har samma numeriska varde. Lararen hanterade detta elevinspel genom att upprepa det
eleven sa. Vid elevens andra svar gjorde ldraren ett tillagg och sa att "da blir det inte samma var-
de” (excerpt 2, cykel 1, lektion 1). Det indikerar att eleven riktade sitt fokus mot positionen, men
detta utforskades inte vidare. Lararen konstaterade sedan att det inte blir samma varde men for-
klarade inte varfor det ar s3, vilket innebar att eleverna lamnades sjdlva att forsta det. Eleverna
fick darfor inte hjalp med den begreppsliga forstdelsen av brak. I ovanstdende exempel (excerpt
2, cykel 1, lektion 1) anvandes en kontrast, men eftersom enbart talens position blev i férgrunden,
och inte hur talens position paverkade brakens varde, minskade elevernas larandemojligheter.

I cykel 3 genomfordes forandringar for att forbattra elevernas mojlighet till larande. Ordningen
pa vissa moment dndrades samtidigt som ldraren introducerade bade bendmningen och funk-
tionen av taljaren och ndmnaren utifran braket %2. Detta innebar att elevernas uppmarksamhet
inte enbart riktades mot benamning, som i cykel 1, utan aven mot den begreppsliga forstaelsen.
For att gora detta anvande ldraren areamodellen i form av en rektangel som var uppdelad i tvad
lika stora delar. I excerpt 3 nedan exemplifieras lararens forklaring:

Excerpt 3. Utdrag cykel 3, lektion 1

Larare: Taljaren visar ju hur manga utav de har delarna som jag har fyllt i, och ndmnaren visar hur
manga delar jag har delat ndgonting i [pekar]. S& har har vi en halv. Om jag skulle ha fyllti
hela den har [fyller i andra halvan], vad hade jag fatt for braktal d@? Om jag hade fyllt i bada
delarna?

I citatet fran excerpt 3 (cykel 3, lektion 1) framgar det att lararen forklarar bade taljarens- och
ndamnarens funktion kopplat till det givna exemplet som visas pa tavlan. Dessutom ger ldraren
en generell forklaring av deras betydelse. Braket dr invariant och representationen av braket va-
rierar, vilket gor att uttryckssattet kommer i forgrunden, sarskilt nar talen 1 respektive 2 i braket
kopplas ihop med den visuella representationen. Nar lararen sedan fragar vilket brak det blir nar
andra halvan fylls i, riktas uppmarksamheten mot taljarens funktion, eftersom det ar den som
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varierar mot en invariant bakgrund, dd ndimnaren inte dndras i det svar som eftersoks (%2 och
25). Eleverna far ocksa stod i hur de kan tanka for att koppla ihop den visuella representationen
med det matematiska uttrycket.

Nar kontrasten (%2 och %) sedan introduceras gor lararen en koppling till det fortest som elev-
erna genomfort (se excerpt 4, cykel 3, lektion 1), vilket inte férekom i cykel 1. Denna koppling kan
hjalpa eleverna att se relevansen i de exempel som lararen presenterar.

Excerpt 4. Utdrag cykel 3, lektion 1

Larare: Nar vi gjorde det har fortestet, kommer ni ihdg? Da fick man satta ut vardet pa olika brak
och da var det ndgra elever som skrev sa har [skriver] att en halv var lika med tva endelar (2
=2/4). Men nu undrar jag: Ar det s&? Om ni funderar lite, om ni kopplar det till vad ni vet om
taljaren och némnaren och sa. Ar det har tva braken lika mycket vérda? Prata med dem du
sitter bredvid. [Eleverna pratar med varandra] Ar de har braken lika mycket varda?

Elev: Nej.

Larare: Varfor inte da?

Elev: For att det andra talet ... det har ju tva hela.
Larare: Jattebra. Ska jag visa vad du sa?

[ excerptet 4 (cykel 3, lektion 1) syns att lararen forst knyter an till elevernas tidigare uppfattning,
men ocksd uppmanar dem att anvanda den kunskap om tdljarens och ndmnarens funktion som
de precis har gatt igenom ndr de diskuterar skillnaden mellan de tva braken. Detta mojliggor att
elevernas tidigare satt att forstd brak kan kontrasteras mot ett nytt satt, vilket gor att det nya
sattet blir lattare att urskilja.

Darefter fortsatter lararen genom att, baserat pa elevens inspel, anvanda areamodellen och tal-
linjen for att illustrera inneborden. Lararen visar en halv och kontrasterar detta mot tvd hela och
gor samtidigt en koppling till de matematiska uttrycken. Detta foljs av att ldraren visar samma
tal pa tallinjen och markerar bade %2 och % (se figur 1).

Figura

1/2 2/1

Tallinje och rektanglar som visar bréken 1/2 och 2/1

Genomgaende visas bada talen samtidigt, forst i areamodellen och sedan pa tallinjen. De kopp-
las ocksa direkt samman med de matematiska uttrycken. I denna sekvens sker en progression
dar eleverna forst far se kontrasten mellan Y2 och % i rektanglarna, for att sedan ocksa se dem
pa tallinjen. Det blir da ocksa en kontrast mellan de bada representationerna. I den kontrasten
ar braken invarianta och representationerna varierar, vilket gor att uttrycksformen for braken
blir i forgrunden.
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Sekvensen avslutas med att dven %5 och % visas pd samma satt. Pa sd sdtt far eleverna yt-
terligare ett exempel (bade via areamodellen och pa tallinjen) pa att de olika braken ar olika
stora och att de hamnar langt ifran varandra pa tallinjen, vilket mojliggor en generalisering av
de insikter fran de tidigare exemplen. I cykel 3 ar det ldraren som anvander kontraster for att
synliggora de kritiska aspekterna. Lararen kontrollerar hur undervisningen tagits emot och gar
utifran elevernas inspel vidare.

Konstruktion av likvardiga brak gérs med multiplikation
For att forlanga brak behover eleverna urskilja att for att behdlla proportionaliteten mellan bra-
ken behover bade tdljaren och namnaren multipliceras med samma tal.

En gemensam utgdngspunkt i alla cykler var att introducera hur braket 1/2 kunde uttryckas
pa olika sdtt och markera dess position pa tallinjen som ett inledande moment. Eleverna fick
foresla alternativa satt att uttrycka samma varde. Undervisningen kring denna kritiska aspekt
hanterades pa delvis olika satt i de tre cyklerna, med betydande skillnader avseende hur lararen
arbetade med de kontrasterande exemplen och hur elevinspelen anvandes i relation till det.

Excerpt 5 (cykel 1, lektion 2) visar f6ljande samtal mellan elever och larare efter att lararen har
visat eleverna en halv pa tallinjen och fragar hur det ska skrivas.

Excerpt 5. Utdrag cykel 1, lektion 2

Larare: [Skriver ¥2 vid markeringen pa tallinjen] Dar har vi en halv ... Nu skulle jag vilja att vi hittar pa
andra brak som &r lika mycket som en halv. De ska vara varda lika mycket som en halv. Vi ska
skriva fler brak har. Det ska vara lika mycket som en halv.

Elev: Tre delat pa sex.

Larare: Tre delat pa sex [skriver % under ¥%]. Det &r lika mycket som en halv.
Elev: Fem delat pa tio.

Larare: Fem delat pa tio [skriver %10 under ¥&].

[ excerpt 5 (cykel 1, lektion 2) framgar det att lararen uppmanar eleverna att skapa brak som ar
likvardig med en halv. Efter denna sekvens fortsatter eleverna att ge exempel pd samma satt,
och aven dessa skrivs upp och upprepas av lararen. Har 6ppnas en dimension av variation som
handlar om olika satt att skriva en halv, vardet (dvs. en halv) ar invariant, men sattet det skrivs
pa varierar. Detta gor att elevernas uppmarksamhet riktas mot att samma brdk kan uttryckas pa
olika satt.

Av excerpt 5 framgdr att lararen genomgdende upprepar elevernas formuleringar. Lararen 6pp-
nar inte upp en dimension av variation som handlar om hur brak uttrycks. Det innebar att nar
eleverna uttrycker briaket som division, sdsom "tre delat pa sex”, kontrasteras inte det mot det
korrekta sdttet att uttrycka brak det vill sdga "tre sjittedelar”. Detta gor att ett felaktigt tanke-
och uttryckssatt riskerar att befdstas. Dessutom forlorar eleven lairandemdjligheten i att forstd
varfor det ar ett felaktigt uttryckssatt.

Efter att eleverna har fatt ge exempel pd hur en halv kan uttryckas fokuserar lararen (se excerpt
6, cykel 1, lektion 2) pa den matematiska forklaringen till att tva brak kan vara lika mycket varda.
Lararen skriver %2 = %4 och fragar:

Excerpt 6. Utdrag cykel 1, lektion 2

Larare: Vad har hant har? Vad har vi gjort med den hér ettan for att gora den till en tvda? Vad har vi
gjort med tvaan for att det ska bli fyra?

Elev: Man har plussat pa en till etta sa att det blir tva och en till tvda sa att det blir fyra.
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Larare: Ja. Har skulle man kunna ténka att det skiljer ett har emellan [pekar pa téljarna] och att det
skiljer tva har emellan [pekar pa nédmnarna]. Absolut.

Ur excerpt 6, cykel 1, lektion 2 framgar att lararens forsta fraga leder elevernas uppmarksamhet
till tdljaren och namnaren som separata enheter, istdllet for att betrakta bradken som helheter.
Elevinspelet bekraftar detta tillvigagdngssatt, med fokus pa tdljaren och namnaren separat och
anvander en additiv strategi istdllet for ett multiplikativ. Lararen bekraftar elevens svar med
ordet "Absolut”, vilket riskerar att forstarka uppfattningen att brdk kan foérlangas med hjalp av
additiv strategi. Excerptet ovan f6ljs av att lararen fragar: "Kan vi tdnka ndgot annat raknesatt
an addition?”. Detta 6ppnar upp en dimension av variation ddr alternativa strategier kan ges ef-
tersom uppgiften ar invariant och strategierna varierar. En elev foreslar da att det gar att rita "en
rund figur” som delas i fyra delar och fylla i tvd avdem och att det blir en halv. Lararen bekraftar
elevens forslag och sedan sker nedanstaende konversation (se excerpt 7, cykel 1, lektion 2).

Excerpt 7. Utdrag cykel 1, lektion 2

Larare: NN var ju inne pa ett spar att vi har gjort nagonting med ettan for att det ska bli tva och vi
har gjort nagot med tvaan for att det ska bli fyra. Vad &r det vi har gjort da?

Elev: Dubblat.

Larare: Vihar dubblat ser ni? Vad multiplicerar jag med nér vi har dubblat?

Elev: Tva.

Larare: Med tva. Kolla har! Med tva tanker vi har (pekar pa téljaren) och med tva tanker vi har.

[Skriver -2 i téljaren och ndmnaren] Ser ni ... Ett multiplicerat med tva blir ... tvd va? Och tva
multiplicerat med tva blir ...?

Elev: Fyra.
Larare: Ja det blir fyra, sa vi har alltsa dubblat, vi har dubblat bade i téljaren och i némnaren och det
ar viktigt.

I ovanstaende excerpt 7 (cykel 1, lektion 2) finns inslag av att lararen lotsar eleverna genom att
stalla korta fragor som leder till ratt svar, men det kan samtidigt innebdra att eleverna inte for-
star grundprincipen bakom uppgiften fullt ut. Nar eleven foreslar dubbling som metod ar inte
det felaktigt, men det kan innebdra att eleven anvander en additiv strategi for att omvandla
briket, istdllet for en multiplikativ. Nar lararen introducerar att dubbling innebar multiplika-
tion kan det fungera som en kontrast mellan att anvdnda en additiv respektive en multiplikativ
strategi.

I hanteringen av denna uppgift 6ppnas en dimension av variation genom att olika satt att
tanka kring uppgiften tas upp, men det ar andd inte sjalvklart att det 6kar elevernas larandemoj-
ligheter. De 16sningsforslag som kommer fran eleverna utforskas inte gemensamt, utan det blir
otydligt (framfor allt i excerpt 6, cykel 1, lektion 2) att elevens svar inte fungerar matematiskt.
De olika sitten att hantera uppgiften skulle kunnat anvandas som kontraster, dar elevens satt att
tanka skulle utforskas systematiskt i relation till matematiskt hallbara l6sningar.

En analys av elevernas larande avseende denna kritiska aspekt visade att flera elever hade for-
battrat sina resultat, testvariabel LBUA, men mdnga hade fortfarande svart. Analysen av under-
visningen visade ocksa pa flera problem, vilket gjorde att dessa moment reviderades. Infor cykel
2 och 3 gjordes forandringar som framst handlar om hur ldraren anvander elevsvar, dels genom
att genomgaende rikta uppmarksamheten mot hur brdk uttrycks, dels genom att aktivt anvanda
elevernas svar pa fortestet som lektionsinnehall.

I cykel 3 inledde ldraren, pa liknande satt som i de andra cyklerna, den andra lektionen genom
att eleverna far bidra med forslag pa olika matematiska satt att uttrycka en halv. I denna omgang
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ar lararen noga med att det korrekta brak. Darefter gdr ldraren igenom forlangning av brak med
eleverna, vilket exemplifieras i excerpt 8 nedan.

Excerpt 8. Utdrag cykel 3, lektion 2

Larare: En halv sa vi ju var lika mycket som tva fjardedelar [pekar pa 2/4 under tallinjen, skriver
samtidigt 1/2 = 2/4]. De var ju varda en halv bada tva och ser ni hdr nu d3, att for att komma
hit [pekar pa ettan och tvaan i de bada téljarna] har jag multiplicerat med ndgonting. For att
ettan ska bli en tvaa har jag multiplicerat med ndgonting [pekar pa ettan och tvaan] och for
att tvaan ska bli en fyra har jag multiplicerat med samma tal [pekar pa tvadan och fyran].

I ovanstaende excerpt 8 (cykel 3, lektion 2) visas hur lararen forklarar for eleverna hur tiljaren
och namnaren multipliceras med samma tal for att fa ett likvardigt brak. Genom att peka pa
bade 1/2 och 2/4 pa tallinjen visar ldraren att bidda braken har samma varde och ar lika stora. La-
raren dr explicit med att tdljare och namnare i en 1/2 har multiplicerats med samma tal. Déarefter
uppmanas eleverna att fundera 6ver vilket tal som har anvants for att multiplicera bade talja-
ren och ndmnaren och darmed gora brdken likvardiga. I excerpt 8 dr brakens varde invariant,
men tdljaren och ndmnaren varierar, vilket innebar att férandringen i hur braken representeras
skriftligt blir i forgrunden.

Lararen beskriver sedan att detta kallas forlaingning och presenterar foljande text pa tavlan:
"Forlanga brak: Multiplicera med samma tal i bade tdljaren och ndmnaren.” Lararen initierar
sedan en diskussion om hur en tredjedel kan forlangas till niondelar. Genom detta far eleverna
mojlighet att generalisera sina kunskaper.

Efter den gemensamma genomgdngen far eleverna exempel ddr de ska bedoma om tva brak
brak ar likvardiga eller inte baserat pa den uppskrivna regeln. Dessutom ombeds de att beskriva
hur de tror att eleverna har tankt vid de felaktiga exemplen. De valda exemplen baseras pa de
elevsvar som framkommit i fortestet, till exempel enbart anvandning av additiv strategi for att
forlanga tdljaren eller ndmnaren, eller anvandning av en multiplikativ strategi for att forlanga
brakuttrycket. I detta moment uppstar en ytterligare larandemdjligheter jamfort med cykel 1. 1
denna cykel har lararen forst en genomgang och i nasta steg bjuds eleverna in for att i par un-
dersoka just det som har visat sig vara svdrt inom omradet. Infor detta har de fatt undervisning
i hur det matematiska innehdllet ska hanteras. I excerpt g (cykel 3, lektion 2) visas delar av nar
lararen leder samtal om hur eleverna har svarat.

Excerpt 9. Utdrag cykel 3, lektion 2

Larare: D4 tar vi uppgift B hdr nu da. Ar tre flardedelar lika med fyra femtedelar?
Elev: Mmm. De har bara lagt till en pa varje.
Larare: De har bara lagt till. De har bara adderat dar. De har gjort s har [skriver +1 vid téljaren och +1

vid ndmnaren]. Ar de lika mycket varda d&?

Elev: Naeej ...

Larare: Naej. Varfor inte det? Vad var man tvungen att anvanda for raknesatt?

Elev: Multiplikation.

Larare: Precis. Multiplicera [pekar pa regeln] med samma tal i bade téljaren och némnaren. Har [pe-

kar pa uppgiften] har de adderat i bade téljaren och ndmnaren och da &r inte den lika mycket
vard [drar streck over likhetstecknet].

[ excerpt 9 (cykel 3, lektion 2) far eleverna mojlighet att unders6ka samma vanliga felaktiga
svar som spontant uppstod under cykel 1. Denna gang kan eleverna och lararen anvanda sig av
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den etablerade regeln for att identifiera att forfarandet ar felaktigt. Det innebar att de felaktiga
svaren som eleverna far undersoka inte uppstdr spontant, utan att lektionen ar designad med
utgangspunkt i de felaktiga svaren som framkom i fortestet. Nar eleven uttrycker att "de har
bara lagt till" fangar lararen upp elevens forklaring, och sprakliggor strategin med att sdga att
dom bara adderat. Sedan kontrasteras den felaktiga additiva strategin mot den korrekta multip-
likativa. I exemplet ar det felaktiga elevsvaret invariant. I relation till det synliggors ett additivt
tankesatt. Detta kontrasteras mot ett multiplikativt tankesatt. Detta gjordes delvis dven i cykel
1 (se excerpt 7, cykel 1, lektion 2), men da framkom inte kontrasten lika tydligt eftersom det inte
utforskades huruvida eleven tankte additivt eller multiplikativt. Eftersom denna lektion istal-
let tog elevsvaren som utgdngspunkt majliggjorde det att ldraren pa ett strukturerat sitt kunde
lyfta elevernas vanliga felsvar och undersoka dem tillsammans med eleverna.

Resultaten frdn eftertestet tyder pd att eleverna gor betydande framsteg under denna cykel, se
tabell 2, cykel 3, testvariabel LBUA. Detta innebar att en majoritet av eleverna efter denna lek-
tion presterar korrekt pa denna typ av uppgifter.

Diskussion och slutsatser

Denna studie handlar om hur undervisning kan designas och analyseras med variationsteorin
som grund for att stodja elevers formdga att omvandla och fa en begreppslig forstaelse av likvar-
diga brdk. Trots den omfattande forskning om hur elever forstar likvardiga brak (se Fazio m.fl.,
2016; Schneider & Siegler, 2010), har det funnits ett patagligt behov av ytterligare kunskap om
hur undervisningen kan utformas for att stodja elevernas utveckling av denna férmaga, vilket
tidigare studier papekat (jfr Lee m.fl., 2011; Mills, 2016).

Resultaten i denna studie bidrar med kunskap om hur undervisningen kan designas baserat
pa variationsteoretiska principer for att 6ka elevernas mojlighet till larande. Vid designen och
genomforande av undervisningen vill vi diskutera tre omrdden som framstar som sarskilt bety-
delsefulla: (a) utga fran identifierade kritiska aspekter, (b) anvanda kraftfulla kontraster, (c) utga
fran elevsvar och (d) anvdnda tallinjen.

For att undervisningen ska vara framgangsrik blir det mest centrala att lararen har klart for
sig vad eleverna ska ldra sig (Marton, 2015). Det behdver ta sin utgangspunkt i hur eleverna erfar
larandeobjektet, vilket gjorde att fortestet fick stor betydelse i den har studien. De kritiska as-
pekter som identifierades hade likheter med det som visats i tidigare forskning (t.ex. Boyer & Le-
vine, 2012; Erlwanger, 1973; Jigyel & Afamasaga-Fuatai, 2007), vilket tyder pa att elever ofta stoter
pa samma typ av utmaningar inom detta omrdade. I arskurs 5 forvantar sig nog manga larare att
eleverna kan sarskilja brak fran procent och decimaltal innan undervisningen om likvardiga
brak. I denna studie framgick det att detta inte kunde tas for givet utan behévde ingd i lektions-
designen, vilket gjorde den forsta kritiska aspekten viktig att starta med. Enligt Kilpatrick med
flera (2001) och Lamon (2020) ar det dock kant att de manga olika tolkningarna, representatio-
nerna och symboliska konventionerna for rationella tal kan utgoéra en av svarigheterna med att
forsta talen och eleverna behover tydligt se skillnaderna mellan brak, decimaltal och procent for
att de ska fa en fordjupad taluppfattning.

Genomgdende anvandes grundprincipen i variationsteorin som handlar om att 6ppna upp en
dimension av variation genom att variera den fokuserade aspekten mot en invariant bakgrund
(Marton, 2015). Kontrasterna hjalpte eleverna att urskilja det matematiska innehallet eftersom de
bidrar till att eleverna riktar sin uppmdrksamhet mot de kritiska aspekterna (Kullberg & Runes-
son, 2013; Sveider, 2021). Men det racker inte med enbart kontraster. Det blev tydligt att anvan-
dandet av elevsvar och att eleverna sjdlva var aktiva var viktigt for att elevers larande. Vi anvande
i flera cykler samma kontrast, men den baddades in i olika typer av aktiviteter och samtal, dar
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lararen ocksa hanterade de elevsvar som uppkom pa lektionen pd olika satt. Det blev tydligast da
lararen signalerade att felsvar var korrekt (se excerpt 5 och 6). Denna typ av interaktion liknar
det som Bjorklund Boistrup (2010) kallar for "anything goes”. Det innebar att ldraren inte pro-
blematiserar felaktiga svar, utan berommer elevernas deltagande. Detta riskerar att leda till att
missuppfattningar befasts hos eleverna. Manula (2018) visar i sin avhandling att elevsvar som
handlar om larandeobjektet kan anvandas som underlag i undervisningen eftersom elevers olika
l6sningar kan anvandas for att skapa kontraster som gor att deras uppmadrksamhet riktas mot de
kritiska aspekterna. I var studie anvande vi i alla cykler felsvar fran fortesten i lektionsdesignen.
Denna grundprincip genomfordes dock pa olika sétt. Det visade sig att det var viktigt att den
matematiska principen var tydlig for eleverna och att de sjalva fick undersoka regeln i relation till
olika typer av svar och sedan diskutera det tillsammans med lararen (se excerpt 9, cykel 3, lek-
tion 2). Aven Hughes med flera (2017) patalar att liraren behéver forklara matematiska principer
for eleverna och modellera hur de ska tdnka, men att det ocksa ar viktigt att eleverna sjalva ar
aktiva. Att skapa aktiva elevdiskussioner kan vara svart och Svantesson Wester (2022) framhaller
att lararen behover designa uppgifter som kraver att eleverna diskuterar larandeobjektet. Vid en
jamforelse mellan cyklerna i var studie framkommer vikten av att lararen inte bara designar upp-
gifter som eleverna kan diskutera, utan dven att lararen leder samtalet genom att stalla fordju-
pande fragor, vilket dven framkommer i flera tidigare studier (Inagaki m.fl., 1999; Mercer, 2018).

En annan faktor som ocksa visade sig vara betydelsefull ar hur 6vergangen mellan det konkre-
ta och det abstrakta. Hudson och Miller (2006) har patalat att mdnga elever har svarigheter med
denna 6vergdng, vilket aven framkom i denna studie da eleverna da eleverna kunde anvanda
areamodellen for att skapa likvardiga brak, men hade svart med den skriftliga representationen,
se tabell 2, cykel 1-3, testvariablerna LBMA och LBUA. Om undervisningen fastnar i att repre-
sentera ett brak med hjdlp av areamodellen riskerar det att forstarka elevers uppfattning om att
brak ar tva enskilda heltal (Tian m.fl., 2021) och att det kan forstarka elevers additiva tinkande
(Moss, 2005). For att forhindra detta anvande vi i var studie tallinjen som en brygga mellan det
konkreta (areamodellen) och det abstrakta (matematiskt uttryck), vilket aven visats i andra stu-
dier (Schumacher m.fl., 2018).

Tallinjen fungerar bdde som en representation av del-helhet, genom att den representerar en
stracka langs linjen och kan markera olika positioner (Hamdan & Gunderson, 2017; Schumacher
m.fl., 2018). Det gor den visuell och konkret, samtidigt som brdkets varde kan jamforas med
andra brdk pa tallinjen for en djupare forstdelse (Cramer m.fl., 2019). Vi anvande tallinjen for att
koppla brak med naturliga tal, vilket ar ett satt att tydliggéra sambanden mellan olika talrepre-
sentationer (Eriksson, 2015). Tallinjen kan anvdndas pa alla typer av brdk, vilket dr svirare med
areamodellen. Anvandandet av tallinjen har visat sig vara framgangsrikt, men det kravde att la-
raren hanterade detta pa ett sdtt som synliggjorde kopplingarna mellan areamodellen, tallinjen
och den skriftliga representationen.

Studien ar liten och resultaten dr med storsta sannolikhet inte generaliserbara for alla elev-
grupper. Det dr inte oproblematiskt att gora statistiska berakningar pa sa pass sma elevgrupper,
da det stdller hoga krav pa urval och genomférande for att resultaten ska kunna visa pa meto-
dens effektivitet. Den insamlade datan bygger pd ett malinriktat urval, vilket enligt Bryman
(2018) innebar att resultaten inte kan generaliseras till hela populationen. Detta ar en nackdel
da en kvantitativ forskningsstrategi syftar till att mojliggéra generalisering. I den har studien
har de kvantitativa resultaten behandlats i relation till omfattande beskrivningar av undervis-
ningssituationer. Dessa beskrivningar mojliggor att studiens resultat kan 6verforas till liknande
kontexter (se Larsson, 2005) av larare och forskare och darigenom bidra till en kumulativ kun-
skapsbas inom matematikdidaktik.
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Den begransade varaktigheten av lektionsdesignen reser viktiga fragor kring overensstam-
melsen mellan design och matning av dess effekter. Enligt Ruiz-Primo med flera (2002) kan
kortvariga interventioner framst avspegla kortsiktiga beslut och inte nddvandigtvis reflektera
de langsiktiga kumulativa effekterna av mer langvariga undervisningsinsatser. A andra sidan
kan detta korta tidsfonster vara fordelaktigt nar man betraktar hur snabbt eleverna utvecklade
sin formdga att omvandla likvardiga brak.

[ denna studie spelade det ndra samarbetet mellan forskare och ldrare en central roll i ut-
formningen av lektionerna. Genom detta samarbete preciserades undervisningens mal, vilket
potentiellt ledde till en mer riktad och andamalsenlig undervisning, vilket i sin tur kan ha haft
en positiv inverkan pa effektstorlekarna (Cook m.fl., 2023).

En annan 6vervagning var anvandningen av bdde for- och eftertester for att utvardera elever-
nas kunskaper. Denna design tilldt oss att mata forandringar i elevernas prestation 6ver tid och
bedoma effekterna av undervisningsinterventionen. Dock kan det finnas fragor kring beroende
mellan for- och eftertester, vilket Bakker med flera (2019) papekar som en potentiell begrans-
ning. For att mildra detta genomforde vi en pilottestning for att sakerstélla att eleverna forstod
testuppgifterna och att de var lampliga for var elevgrupp.

En ytterligare aspekt att beakta ar rapporteringen av effektstorlekar. Enligt Bakker med flera
(2019) kan effektstorlekar variera beroende pa studiens design, och det ar viktigt att tolka dem
med hdnsyn till detta. Vi anviande Hedges' g for att bedoma effekterna av LS-cyklerna pa vdra
testvariabler, vilket tilldt oss att kvantifiera och jamfora effekterna av undervisningen.

Slutligen, trots studiens begransade varaktighet, indikerar resultaten en markbar forbattring i
elevernas prestation, sarskilt pa uppgifter for likvardiga brak utan anvandning av areamodeller.
Denna observation stodjer mojligheten att aven korta och intensiva undervisningsperioder kan
ha positiva effekter pad elevernas forstdelse inom omradet likvardiga brak. Det ar dock viktigt att
folja upp studien genom att madta elevernas prestationer vid andra tidpunkter dan enbart direkt
efter for att kunna bedéma om effekterna ar hallbara pa lang sikt.
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