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Betydelsen av att variera
innehdllsliga aspekter for
yngre elevers larande av
platsvarde

H Hansson

Sammanfattning

Forskning har visat att elever kan ha svart att forstd platsvdrde och att undervisning
inte alltid lyckas med att utveckla deras kunskap om begreppet. Syftet med studien
dr att bidra med kunskap om undervisning av platsvirde i grundskolans tidigare dr. I
studien definieras platsvirde som det virde en siffra representerar i ett tal, utifrdn var
i talet den stdr. Studien genomfordes av en grupp ldrare och en forskare i en interve-
nerande och iterativ process med 20 elever i grundskolans drskurs 2. Variationsteorin
har anvints fér att analysera videoinspelade lektioner med fokus pd vad som gjordes
mojligt att ldra i undervisningen. Detta jamférdes sedan med eftertest som visade
vad eleverna hade ldrt sig. Resultatet visar att, ndr det gdller ndgra av platsvdrdets
aspekter, verkar vissa variationsménster som skapades i undervisningen ha varit mer
gynnsamma for elevernas forstdelse, dn andra. Harvidlag forefaller de exempel som
anvdnds att vara av betydelse. Studiens teoretiska bidrag och relevans for ldrares
undervisningspraktik diskuteras.
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Abstract

Research has shown that students may have difficulties understanding place value and
that teaching does not always succeed to develop their knowledge about the concept.
This study aims to contribute to the knowledge about how place value can be taught
in the early years of school. In the study place value is definied as the value represen-
ted by a digit in a number on the basis of its position in the number. The study was
conducted by a group of teachers and a researcher in an interventional and iterative
process with 20 students in primary school grade 2. Variation theory was used to
analyse what was possible to learn, which was compared to test results of what the
students had learned. The results show that, regarding some aspects of place value,
certain patterns of variation created in teaching seemed to have a more positive effect
on students understanding, than other. In that respect, the examples used appears to
be of importance. The theoretical contribution of the study and its relevance for teach-
ing practice are discussed.

Keywords: Place value, Variation theory, Primary school, Intervention study

Introduktion

Forstdelse av decimalsystemet® ar grundlaggande for att kunna utveckla kunskap
inom aritmetik (Laski & Vasilyeva, 2014; Tempier, 2016; Verschaffel, Greer & De Corte,
2007). Ett centralt begrepp i relation till decimalsystemet ar platsvarde (Sun & Bar-
tolini Bussi, 2018a). Insikter om platsvarde ger bade en djupare forstdelse av ratio-
nella tal (Sun, Chambris, Savers, Siu, Dorier, Gonzalez, Thanheiser, Azrou, McGarvey,
Houdement & Ejersbo, 2018b) och tals strukturer (Sun & Bartolini Bussi, 2018) samt
ar en bra grund for att kunna utfora berdkningar i de fyra raknesatten (Ma, 1999). I
denna studie undersoks hur undervisning kan bidra till elevers forstaelse av begrep-
pet platsvarde. Data har hamtats frdn ett samarbete mellan larare och forskare som
gemensamt i en intervenerande och iterativ process undersokt hur platsvarde kan
undervisas.

Elever kan ha svart att forsta platsvarde, till exempel att identifiera vad som ar
ental, tiotal respektive hundratal i flersiffriga naturliga tal (Cawley, Parmar, Lucas-
Fusco, Kilian & Foley, 2007; Fuson, 1990; Verschaffel, Greer & De Corte, 2007). Ibland
tar de enbart hdnsyn till den enskilda siffrans varde istéllet for att dven ta hansyn till
positionens varde (Fuson & Briars, 1990; Kamii, 1986; Verschaffel, Greer & De Corte
2007). Nar de val tar hansyn till positionens varde, beskriver de ibland platsvarde
som enbart positionens varde (Ross, 1989). Exempelvis kan de beskriva platsvardet av
siffran '3 i talet 308 som hundra, istillet for 3 hundratal eller tre hundra. Aven nollans
betydelse kan vara problematisk. Istdllet for att uppfatta siffran ‘o’ som att den beskri-
ver antalet noll av en positions varde (till exempel noll tiotal, i talet 308), kan elever
uppfatta den som "ingenting” (Gallardo & Hernandez, 2006). Dessutom kan elever
forstd platsvarde pd en ytlig nivd. De forstar da inte relationerna mellan positionernas

1 Decimalsystemet (aven kallat det decimala talsystemet eller tiobassystemet) dr ett positionssys-
tem med talbasen tio.
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varden, till exempel att tio tiotal ger en siffran '’ i hundratalspositionen (Cawley m.fl.,
2007; Fuson, 1990; Fuson & Kwon, 1992; Herzog, Ehlert & Fritz, 2017; Kamii, 1986;
Tempier, 2016; Verschaffel, Greer & De Corte, 2007).

Undervisning om platsvirde

[ tidigare studier framkommer att anvandning av olika representationer for platsvar-
de okar elevers kunskap om begreppet. Da exempelvis elever ritar bilder av ental, tio-
tal och sd vidare (Fuson, Smith & Lo Cicero, 1997), anvander tiobasmateriel (Fuson &
Briars, 1990) eller relaterar olika representationer till varandra (sprakligt, med bilder,
konkret materiel, skrivna symboler) (Hiebert & Wearne, 1992) har man funnit positiva
effekter pa deras larande. For att tiobasmateriel ska ge avsedd effekt, behover elever
emellertid ha arbetat med det under langre tid, samt forstd dess specifika strukturer
och forutsattningar (Mix, Smith, DaSha Stockton, Cheng, & Barterian, 2017). [ andra
studier framkommer dock att konkreta representationer inte alltid racker till for att
utveckla kunskap om platsvarde utifran relationerna mellan positionernas varden
(Bednarz & Janvier, 1982; Thomas, 2004). Darfor kan det vara intressant att undersoka
hur undervisning om platsvarde kan genomf6ras med andra utgangspunkter.

Fa studier har undersokt hur innehdllet kan varieras i undervisningen for att ut-
veckla elevers kunskap om platsvarde. Ett undantag ar en studie av Thanheiser och
Melhuish (2018). De utgick fran en lokal undervisningsteori till viss del grundad pa
variationsteoretiska principer. For att vissa aspekter av decimalsystemet skulle bli
synliga fick eleverna jamfora detta med andra talsystem. Resultatet visar att eleverna
utvecklade kunskap om decimalsystemet och begreppet platsvarde.

[ foreliggande studie anvands, liksom i Thanheiser och Melhuishs (2018) studie,
variationsteoretiska principer for att synliggora aspekter av platsvarde. Variations-
teorin dr en teori om ldrande som betonar att aspekter av innehdllet madste varie-
ras for att dessa ska vara mojliga att urskilja (Marton, 2015). Medan Thanheiser och
Melhuishs studie gdllde lararstudenter, har denna studie genomforts med elever i
grundskolans drskurs 2. Vidare skiljer sig studierna dt nar det galler vilka aspekter av
platsvarde som studerats.

Syftet med studien ar att fordjupa forstdelsen for undervisningens betydelse for
elevernas forstaelse av platsvarde i grundskolans tidigare ar. Forskningsfragan ar:

* Hur kan aspekter av innehdllet varieras i undervisning for att skapa mojlighe-
ter for eleverna att utveckla forstdelse av platsvarde utifran decimalsystemets
principer?

Platsvirde och dess aspekter

[ studien definieras platsvarde det virde en siffra representerar i ett tal, utifran var i
talet den star. En siffras plats beskriver vardet for positionen som den star i och siff-
ran beskriver antalet av det vardet (Sun m.fl., 2018b). Exempelvis beskriver siffran 4’ i
talet 416 platsvardet 4 hundratal eller 400. Platsvardet framkommer bade av den po-
sition som siffran 4 star i samt att siffran 4’ representerar antalet fyra av positionens
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varde. Detta innebar att platsvarde enbart framtrader i numeriska representationer
av tal och inte i materiel som till exempel tiobasmateriel (Pimm, 2018). En tiostapel
visar exempelvis antalet tio som en tiogrupp, men den visar inte positionen. Materiel
kan darmed enbart representera ett specifikt varde men inte att det dr genom varde
och position tillsammans, som platsvardet framkommer.

Platsvirdets aspekter utifran tva principer

[ decimalsystemet ar platsvarde baserat pa tva principer; positionsprincipen och de-
cimalprincipen (Fuson, Wearne, Hiebert, Murray, Human, Olivier, Carpenter, Fen-
nema, 1997; Ross, 1989; Tempier, 2016). Positionsprincipen innebar att varje siffras
position relaterar till ett specifikt varde (i naturliga tal, de positiva heltalen, innehar
andra platsen fran hoger vardet tio eller tiotal). Decimalprincipen innebar att tio av
varje specifik position har samma varde som en av den narmast hogre positionen,
det vill sdga positionen till vanster (tio tiotal har samma varde som ett hundratal).
Principerna bygger pa varandra (Tempier, 2016) men for att tydliggora de aspekter
som studien fokuserar pa beskrivs positionsprincipens respektive decimalprincipens
aspekter separat.

Positionsprincipens aspekter

Platsvarde utifran positionsprincipen innefattar manga aspekter, men i studien fo-
kuseras pa aspekterna decimalsystemets positioner, platsvirde som ental, platsvérde
som antal av en specifik positions vidrde, och siffran 0’ som antalet noll av en position
(se figur1).

Positionsprincipen
|
Decimalsystemets Platsviarde som Platsvarde som antal
positioner ental av position

'0' som antalet noll
av en position

Figur 1. Aspekter av positionsprincipen som fokuseras pa i studien.
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For att kunna beskriva ett platsvarde ar det viktigt att kunna identifiera positionens
varde i decimalsystemet (Verschaffel, Greer & De Corte, 2007). I talet 136 innebar det
att identifiera att siffran 1’ stdr i hundratalens position, siffran 3’ i tiotalens position
och siffran ’6’ i entalens position. Det finns inget gemensamt begrepp i litteraturen
for positionernas varden (Chambris, 2018), men i artikeln bendmns de som aspekten
decimalsystemets positioner.

Att enbart kunna identifiera positionernas varden ses emellertid som en procedu-
rell och otillracklig forstaelse av begreppet platsvarde (Ma, 1999). For att ocksa forsta
platsvarde konceptuellt behover detta forstas utifran begreppet enhet (6versatt fran
engelskans unit). En enhet kan ses bade som ’en sak’ eller 'en grupp som utgor en
sak’ (Ma & Kessel, 2018). Till exempel kan bade antalet ett och antalet tio ses som
en enhet. Det senare ses da som en enhet i form av ett tiotal bestdende av tio ental.
relation till begreppet platsvarde innebar detta till exempel att forsta platsvardet for
siffran '3’ i talet 136, som bdde 30 (enhet som ’en sak’) och 3 tiotal (enhet som ’en grupp
som utgor en sak’). I artikeln benamns det forra som aspekten PLV ental (platsvarde
som ental, 30) och det senare som aspekten PLV antal av position (platsvarde som
antal av en specifik positions varde, 3 tiotal). Forskare (Chambris, 2018; Fuson, Smith
& Lo Cicero, 1997; Fuson m.fl., 1997; Thanheiser, 2009) argumenterar for att elever
behover forsta platsvarde pa bada satten.

I numeriska representationer av tal har siffran o’ viktiga betydelser (Ma & Kes-
sel, 2018; Thanheiser & Melhuish, 2018). Dels uppehadller siffran o’ en position for att
kunna representera ett specifikt tal (Fuson, 1990), dels beskriver den det specifika
antalet noll av en position, till exempel noll tiotal i talet 202. I studien fokuseras pa
den senare betydelsen och bendmns i artikeln som aspekten siffran o’ som antalet
noll av en position. Aspekten ses dven som en specifik variant av aspekten PLV antal
av position (se figur 1).

Decimalsprincipens aspekter

Ofta far elever endast mojlighet till en begransad forstdelse av platsvarde i form av
enbart positionsprincipen (Cawley, Parmar, Lucas-Fusco, Kilian, Foley, 2007). Fors-
kare (Cawley m.fl., 2007; Fuson, Smith & Lo Cicero; 1997; Fuson, 1990; Kamii, 1986;
Thanheiser, 2009) argumenterar for att elever aven behover forsta platsvarde utifran
decimalprincipen. Aven denna princip innefattar manga aspekter, men i studien fo-
kuseras pd aspekterna decimalprincipen gdller oberoende av position, tio siffror ger
macx siffran '9’i varje position och tio ger en av ndrmast hogre position, som illustreras
i figur 2.

I decimalsystemet finns enbart tio siffror (o, 1, 2, ..., 9) vilket innebar att det inte ar
mojligt att ange mer dn ‘g’ av en positions varde ndr tal representeras numeriskt (Fu-
son, 1990). I talet 492 gér det till exempel inte att ange fler tiotal i tiotalens position. I
studien kallas detta for aspekten tio siffror ger max siffran '9’i varje position.

Som en konsekvens av detta foljer att, om det finns tio av en positions varde, be-
skrivs dessa istdllet som en av ndrmast hogre positions varde (Fuson, 1990; Fuson
m.fl., 1997; Thanheiser, 2009), det vill saga positionen till vanster. I talet 120 finns till
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exempel tolv tiotal och tio av dem beskrivs som ett hundratal, vilket anges med siff-
ran 7 i hundratalens position. I studien kallas detta for aspekten tio ger en av ndrmast
haégre position.

Aven om aspekterna kan beskrivas separat pa detta sitt, kan de ej separeras nar tal
representeras numeriskt. Att tio av en positions varde ger en av den ndrmast hogre
positionens varde, ar en konsekvens av att det enbart gar att representera upp till 9
i varje position. Med andra ord ar aspekten tio ger en av ndrmast hégre position en
konsekvens av aspekten tio siffror ger max siffran ‘9’i varje position..

Decimalprincipen

Decimalprincipen
galler oberoende
av position

Tio ger en av
nirmast hogre
position

Tio siffror ger max
9 i varje position

Figur 2. Aspekter av decimalprincipen som fokuseras pd i studien.

Decimalprincipen, i termer av dessa tvd aspekter géller dessutom oavsett vilken av
decimalsystemets positioner som innehar tio till antalet (Fuson, 1990). Om det till
exempel finns tio ental gar det inte representera dem i entalspositionen langre ef-
tersom det endast gdr att representera upp till nio ental dar och darmed maste dessa
beskrivas som ett tiotal. Pa samma satt galler att om det finns tio tiotal gar det inte att
representera dem i tiotalspositionen langre eftersom det maximalt gdr att represen-
tera upp till g tiotal dar och darmed maste dessa beskrivas som ett hundratal. Denna
princip ar alltsa oberoende av position och kallas i studien for aspekten decimalprin-
cipen gdller oberoende av position.

Variationsteori

[ studien undersoks hur aspekter av innehallet kan varieras i undervisning for att
elever ska utveckla forstdelse av begreppet platsvarde. Variationsteorin (Marton,
2015) har anvénts dels som ramverk for planering och utvardering av undervisning
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nar data genererades, dels som redskap for att analysera data.

[ variationsteorin ses ldrande som en fordndring av sdttet att erfara ett fenomen
(Marton, 2015). En forandring i erfarande sker nar den larande urskiljer aspekter av fe-
nomenet som hen inte tidigare urskilt, s kallade kritiska aspekter (Marton & Booth,
2000). Om till exempel platsvarde erfars som enbart de enskilda siffrornas varde, kan
en kritisk aspekt vara att aven kunna urskilja aspekten decimalsystemets positioner.
For att en kritisk aspekt ska kunna urskiljas mdste den larande erfara en variation
av aspekten i fraga (Marton, 2015) och undervisningens uppgift blir foljaktligen att
skapa sddana mojligheter att eleverna erfar dessa variationer.

For att ge den larande mojlighet att urskilja en kritisk aspekt, beh6ver denna va-
rieras mot en bakgrund av andra aspekter som ar invarianta (Marton, 2015; Marton
& Booth, 2000). Detta kallas for variationsmonster. Nar data fran undervisningen i
denna studie analyserades framkom till exempel ett variationsmonster dar siffran 2’
var invariant i alla positioner av talet 222. Lararen riktade elevernas uppmarksam-
het mot att vardet av respektive tvda varierar beroende av dess position i talet. Detta
variationsmonster gor det mojligt att urskilja aspekten decimalsystemets positioner.

Metod

Forskningsansatsen ar en form av utvecklingsforskning (Van den Akker, 1999), och
har likheter med learning study (Pang & Marton, 2003). Som i de flesta genomforda
learning studies har variationsteorin anvants som ramverk for att planera och ut-
vardera undervisning och studien har genomforts av forskare och en grupp larare
tillsammans. En skillnad ar emellertid att undervisningen i foreliggande studie har
genomforts och reviderats i samma elevgrupp, medan det i learning studies brukar
ske i olika elevgrupper.

Urval

Studien genomférdes i en kommunal F-4 skola, inom ramen for ett s3 kallat Amnesdi-
daktiskt kollegium (ADK) (Martensson & Hansson, 2018). Lirargruppen valdes for att
de tidigare har arbetat i ADK och dirfér har erfarenhet av att utveckla undervisning
tillsammans. Data som anvdands kommer frdn undervisning i en av ldrarnas elev-
grupper. Lararen, som hade 17 ars lararerfarenhet, anmalde sig frivilligt till att delta
i studien. Hennes 20 elever som gick i en av grundskolans tidigare arskurser, valdes
med anledning av intresset for hur platsvarde kan undervisas i dessa drskurser. De
for studien fokuserade aspekterna (se figur 1 och 2) har dels valts for att de i tidigare
forskning funnits vara centrala for att forsta platsvarde (till exempel Chambris, 2018;
Fuson, 1990; Thanheiser, 2009), dels for att larargruppen upplevde att eleverna hade
behov av att lara dem.

Genomforande

Innan undervisningen paborjades diskuterade larargruppen vad platsvarde innebar
och vad eleverna kunde ha for svarigheter. Darefter designades och genomfordes ett
fortest utifrdn studiens intervjustod, underlag fér exempel och fragor (se bilaga 1).
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Bilaga 1
Uppgift 1
a) Eleverna far jamfora tva tal pa olika lappar: 207 & 027
b) Kommer inte eleverna med att de &r storre eller mindre kan vi sdga att det 4r samma
siffor i bada talen och da be dem jamféra talens storlek
c) Vifragar sedan vad nollorna betyder
d) Vifragar dem om man kan ta bort O:orna i talen eller inte och vad det isafall ger for
nya tal.
Uppgift 2

a) Vilaser uppgiften for eleverna: En bonde har manga kor pa sin bondgard. Varje kvall
raknar bonden sina kor och skriver upp antalet pa en tavla. Han brukade alltid fa det
till samma antal kor och sa dven denna kvall, sa han skrev talet 87 (vi visar pappret
med talet 87). En dag kopte bonden tre nya kor (vi visar lappen med de tre korna och
pilen ner mot talet 87). Hur manga kor blev det nar han raknade dem efter han kopt
de nya korna?

a. (Loser inte eleverna uppgiften alls kan vi ge dem svaret att det blir 90 och de
far anda forsoka forklara utifran nedanstaende fragor)

b) Forklara vad det ar som gor att det blir just de siffrorna (vi kan peka pa siffrorna en
och en i det nya talet, sa de tvingas motivera hur det blivit just 9 och 0 och varfér
siffrorna forandrades fran 8 och 7)

c) Forklara vad de olika siffrorna betyder i det nya talet

Fortsattning pa uppgiften for att komma at den upprepade principen:
En annan dag kopte bonden ytterligare 12 kor (vi visar lappen med de tolv korna och pilen
ner mot talet 90 eller om de har ett annat tal lagger vi det 6ver 90 sa de tolv korna och pilen
syns ner mot deras tal). Hur manga kor blev det nar han raknade dem efter han kopt de nya
korna?

e) Forklara vad det dr som gor att det blir just de siffrorna i det nya talet

f) Forklara vad de olika siffrorna betyder i det nya talet

Uppgift 3
a) Sahar sdger en kompis om talet 726. Vad stammer och vad stimmer inte, samt hur

tanker du?
Talet 726
”Sjuan i talet ar vard 700.
Den storsta siffran ska alltid sta forst, tror jag.
2:an ar mindre vard an 7:an.
6:an dar mindre vard an 2:an.

b) Om du skulle resonera mer om talet 726, vad skulle du sdga da?

Testet avsag att prova elevernas forstaelse av positionsprincipens aspekter genom fle-
ra uppgifter. Uppgift 1c) provade forstaelsen av aspekten siffran ‘0’ som antalet noll av
en position och 1d) betydelsen av noll som platshdllare. Uppgifterna 2c) och 2f) préva-
de forstdelsen av alla de for studien fokuserade aspekerna av positionsprincipen. Med
hjalp av pastdendet "2:an 4r mindre vard an 7:an” i talet 726 i uppgift 3a) provades spe-
cifikt forstdelsen av aspekten decimalsystemets positioner. Elevernas forstdelse av de-
cimalprincipens aspekter som fokuseras i studien prévades i tva uppgifter. I uppgift
2a) provades forstaelsen av aspekterna tio siffror ger max siffran '9’i varje position. och
tio ger en av ndrmast hégre position. Uppgift 2e) provade forstaelsen av dessa aspekter
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igen samt dven forstdelsen av aspekten decimalprincipen gdller oberoende av position.
Uppgift 3b) provade elevernas forstdelse av platsvarde som helhet. I analysen av elev-
ernas svar bedomde larargruppen att de fokuserade aspekterna (se figur 1 och 2) var
kritiska for elevgruppen att urskilja och blev darfér utgangspunkter da de planerade
undervisningen. Undervisningen planerades och utvarderades av larargruppen med
stod av variationsteorin, dir kommande veckas undervisning utformades utifran vad
eleverna hade lart sig av foregdende veckas undervisning. Efter undervisningen ge-
nomfordes dven ett eftertest (samma som fortestet, utifran intervjustodet i bilaga 1),
for att fa indikationer pd vad eleverna hade lart sig.

Data och analys

[ studien undersoks bade vilka mojligheter till larande som skapades i undervis-
ningen och vad eleverna hade lart sig. Data fran for- och eftertest samt videofilmer
fran undervisningen har analyserats. Testdata utgors av filmade semistrukturerade
intervjuer (Kvale & Brinkmann, 2014). Intervjuerna, som gjordes av mig, genomfordes
enskilt med varje elev i ett avskilt rum och var i genomsnitt cirka 18 minuter. Uti-
fran intervjustodet (bilaga 1) forsokte jag hjdlpa eleverna att uttrycka sin forstaelse av
platsvarde, genom fragor och uppmuntrande gester utan att leda dem till specifika
svar. Data frdn undervisningen bestar av filmer fran 14 lektioner & 40 minuter.

[ undervisningen védxlade elevernas arbete mellan individuella eller gruppvisa upp-
gifter och lararledda genomgangar i helklass. Da det i studien undersoks vad som
gjordes majligt for alla elever att lara, har analysen begransats till data fran de larar-
ledda genomgangarna av de i studien fokuserade aspekterna.

Analysarbetet har genomf0rts i tre steg. Forst har elevernas uttryck for forstaelse av
aspekterna i for- och eftertest analyserats och jamforts, darefter vilka aspekter som
gjorts majliga att urskilja i undervisningen. I det tredje steget har det som eleverna
har lart sig jamforts med de aspekter som varit mojliga att urskilja i undervisningen.

Intervjuerna har transkriberats ordagrant. For att eleverna ska ha bedéomts kunna
uttrycka forstdelse av respektive aspekt av positionsprincipen fick de inte uttrycka
sig felaktigt i nagon av uppgifterna. I uppgift 3a) skulle eleverna exempelvis motivera
sitt stallningstagande till pastdendet att 6:an i talet 726 ar mindre vard dn 2:an (se
bilaga 1). Flera elever menade att det var felaktigt eftersom "sex ar mer an tva.” Detta
har tolkats som ett otillrackligt uttryck for aspekten decimalsystemets positioner, ef-
tersom eleverna da inte har tagit hansyn till positionernas varde. I uppgift 2c) skulle
eleverna forklara innebérden av siffrorna i talet 87. Om eleven sa att siffrorna star for
tiotal respektive ental, har detta tolkats som ett otillrackligt uttryck for aspekterna
PLV ental respektive PLV antal av position, eftersom detta svar enbart uttrycker posi-
tionernas varden, men inte antalet av respektive position. Daremot har svaret tolkats
som ett tillrackligt uttryck for aspekten decimalsystemets positioner. For forstielse av
aspekten PLV ental beh6vde eleverna uttrycka att siffrorna star for dttio respektive sju
och for aspekten PLV antal av position behovde de uttrycka dtta tiotal respektive sju
ental. Elevernas forstdelse av aspekten siffran o’ som antalet noll av en position, har
tolkats och bedomts pa samma satt som for aspekten PLV antal av position.
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[ uppgift 2b), dar decimalprincipens aspekter provades, skulle eleverna forklara var-
for siffrornai talet 87 forandrades till 9o nar tre lades till 87. En elev sa till exempel "for
att jag raknade, jag tankte att dttiosju och sa en ko till och sa attiodtta och sa dttionio
och nittio”. Visserligen anvande eleven sig av en talramsa i sin férklaring och visade
en procedurell kunskap, men eftersom det ar den begreppsliga forstdelsen av plats-
varde som som vi ville komma at, har svaret inte tolkats som uttryck for forstaelse av
de fokuserade aspekterna. En elev sa att "entalspositionen blev full, det blev en grupp
pa tio” ... "da behovde vi véxla 6ver sa det blev ett till” ... ”da blev det en till tiogrupp
(pekar pa nian i 9o)”. Eftersom eleven uttryckte att det ar pa grund av att det var tio
ental som gjorde att de vaxlades over till ett tiotal, har detta tolkats som uttryck for
forstdelse av aspekten tio ger en av ndrmast hégre position. Emellertid har svaret inte
tolkats som uttryck for forstdelse av aspekten tio siffror ger max siffran ‘9’ i varje posi-
tion, eftersom eleven inte har forklarat att detta sker for att det enbart finns tio siffror
att tillga och att det darfér maximalt kan anges upp till nio i entalspositionen. Det har
dérav inte heller tolkats som ett uttryck for forstdelse av decimalprincipen som hel-
het. For att ha tolkats som att kunna uttrycka forstaelse av aspekten decimalprincipen
gdller oberoende av position, som provades i uppgift 2e), behovde eleverna ha uttryckt
forstdelse av aspekterna tio siffror ger max siffran 9’ i varje position. och tio ger en av
ndrmast hégre position i uppgift 2b). Darefter behévde de aven kunna uttrycka dels
att de tio tiotalen inte kunde representeras i tiotalspositionen darfor att det max gar
att representera nio i tiotalspositionen, dels att de tio tiotalen ger ett hundratal.

Nar undervisningen har analyserats har den delats upp i olika moment. Startpunkt
for ett moment har bestamts av nar ett "nytt” innehdll initierades i undervisningen
och slutpunkt ndr undervisningen om det innehallet avslutades. Till exempel star-
tade ett moment nar ldraren pekade pa siffrorna 0-9 som fanns pa tavlan och sa ” det
har ar ju dom siffrorna vi har” och sd foljde en diskussion om hur manga siffror det
finns i decimalsystemet. [ undervisningen hanvisar lararen till decimalsystemet som
tiobassystemet med benamningen 'tiobas. Momentet avslutades ndr ldraren sam-
manfattade diskussionen genom att sdga "i tiobasen har vi tio siffror”.

For att kunna analysera vilka aspekter som gjordes mojliga att urskilja i undervis-
ningen har variationsteorin anvdnts som analysverktyg. Utifrdn teorins antagande
om att den aspekt som varierar gors majlig att urskilja nar andra aspekter dr invarian-
ta, kan undervisning beskrivas i termer av vad som varit mojligt att lara (Al-Murani,
Kilhamn, Morgan, Watson, 2018; Kullberg, Runesson Kempe & Marton, 2017). Foljan-
de exempel visar hur detta har tillampats i analysen. Talet 156 fanns skrivet pa tavlan
och ldraren fragade vad siffran ’5’ i talet betyder. En elev sa: "den betyder femtio”, en
annan “fem tiotal.” Lararen skrev upp svaren som 50 respektive 5 tiotal pa tavlan och
konstaterade att bada svaren var korrekta. I analysen har fokus dels legat pa vad som
lyftes fram i undervisningen, dels vad som var invariant respektive varierade och
ddrav vad som varit mojligt att urskilja. Nar lararen skrev upp elevernas svar pa tavlan
och sa att de var korrekta, lyftes det fram att platsvardet kan beskrivas bade som 50
och 5 tiotal. I detta fall var platsvardet for siffran '5’ i talet 156 invariant, eftersom en-
bart dettta platsvarde fokuserades. Genom att eleverna beskrev platsvardet bade som
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50 och 5 tiotal, varierade detta. Platsvarde beskrevs saledes pa olika satt och darmed
aven dess olikan innebord. Det variationsmonster som da skapades har tolkats s att,
det 6ppnar upp ’platsvardets innebérd’ som en Dimension av Variation (DaV). PLV
antal av position (exemplifierat av 5 tiotal) respektive PLV ental (exemplifierat av 50)
utgor da olika varden inom dimensionen (se figur 3).

DaV
Platsvérdets innebord

Varde inom DaV:n Varde inom DaV:n
PLV antal av position PLV ental
(exemplifierat av 5 tiotal) (exemplifierat av 50)

Figur 3. Exempel pa DaV (Dimension av Variation) och vdrden inom DaV:n som framkom i analysen.

Enligt variationsteorin gors den DaV som Oppnats upp i undervisningen mdgjlig att
urskilja (Al-Murani m.fl., 2018; Marton, Runesson & Tsui, 2004). Sdledes visar ana-
lysen av detta exempel att det gjordes mojligt att urskilja att platsvarde kan ha olika
innebord dels som PLV antal av position, dels som PLV ental.

Aven om det inte finns ett kausalt samband mellan vad som varit méjligt att urskilja
och vad som urskiljs (Kullberg, Runesson Kempe & Marton, 2017), ar det troligt att
en aspekt urskiljs om den gors mojlig att urskilja (Marton, 2015). Utifran detta anta-
gande analyserades hur elevresultaten, i termer av de aspekter som analysen visade
att eleverna gav uttryck for att de forstod, speglade vilka aspekter som gjorts mojliga
att urskilja i undervisningen.

Etik

I enlighet med vetenskapsradets riktlinjer for god forskningssed (Vetenskapsradet,
2017) informerades lararen och elevernas mélsman om studien via brev. Alla elever-
nas malsman gav tillstand till elevernas deltagande i studien och att videoinspelning-
arna fick anvandas i forskningssyfte. I artikeln har alla informanter anonymiserats
och getts fiktiva namn.

Resultat

Avsnittet inleds med resultat frdn analysen av for- och eftertest (tabell 1). Darefter ges
en detaljerad beskrivning av hur respektive aspekt (se figur 1 och 2) behandlats och
vilka aspekter som gjorts mojliga att urskilja i undervisningen. Sedan beskrivs hur de
aspekter som gjorts mojliga att urskilja i undervisningen (tabell 2) reflekteras i elev-
resultaten. Slutligen sammanfattas resultatet.
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Elevresultat i for- och eftertest

Analysen av elevresultat mellan for- och eftertest visar att det finns en tydlig skillnad
i 6kning av 16sningsfrekvens avseende vissa aspekter.

Av tabell 1 framgdr att 6kningen mellan for- och eftertest ar betydande nar det
galler vissa aspekter, men att det inte fanns nagon 6kning alls nar det géller andra
aspekter. Nar det galler siffrornas varde i flersiffriga tal uttryckte flertalet elever den
enskilda siffrans varde istdllet for platsvardet, fyra elever uttryckte forstdelse av as-
pekten decimalsystemets positioner och enbart tva elever kunde uttrycka platsvarde
pa ndgot satt i fortestet. I eftertestet daremot uttryckte 16 fler elever forstdelse av
aspekten decimalsystemets positioner, 15 fler kunde uttrycka forstaelse av aspekten
PLV antal av position och 14 fler kunde uttrycka forstaelse av aspekten PLV ental. Aven
ndr det gdller nollans betydelse fanns en forandring. I fortestet uttryckte 14 elever
att "nollan betyder ingenting” och inte ndgon elev uttryckte forstaelse av aspekten
siffran 0’ som antalet noll av en position. 1 eftertestet daremot uttryckte 16 fler elever
forstaelse av denna aspekt. Pa samma satt skedde en fordndring det galler aspekten
tio ger en av ndrmast hogre position och hur eleverna forklarade varfor siffrorna i talet
87 forandrades till go nar 3 lades till 87. I fortestet forklarade de flesta elever detta
enbart med att det har lagts till 3 fler till 87 och darf6r raknar man upp till go medan
ingen av eleverna uttryckte forstdelse av aspekten tio ger en av ndrmast hégre posi-
tion. | eftertestet daremot uttryckte 12 av eleverna att nar 3 lades till 87 blev det tio
ental, vilket innebar att de vaxlas till ett tiotal och darmed okas tiotalen fran 8 till
9. Detta har tolkats som att dessa elever urskilt aspekten tio ger en av ndrmast hogre
position och att de har forstdtt relationen mellan entalen och tiotalen i numeriska
representationer av tal.

Aspekter (uppgifter som provade Fortest N=20 Eftertest N=20 Okning av
respektive aspekt i testen) l6sningsfrekvens
Decimalsystemets positioner 4 20 16

(uppgift 2c, 2f, 3a, 3b)

PLV ental 2 16 14
(uppgift 2¢, 2f, 3b)

PLV antal av position 0 15 15
(uppgift 2c, 2f, 3b)

0 som antalet noll av en position 0 16 16
(uppgift 1c, 2¢, 2f)

Tio ger en av ndrmast hogre 0 12 12
position
(uppgift 2a, 2e)

Tio siffror ger max 9 i varje position 0 0 0
(uppgift 2a, 2e)

Decimalprincipen galler oberoende 0 0 0
av position (i termer av aspekterna

tio siffror ger max 9 i varje position

och tio ger en av narmast hogre

position)

(uppgift 2a, 2e)

Tabell 1. Antal elever som tolkats uttrycka forstdelse av respektive aspekter i for- och eftertest.
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Emellertid har inte ndgon elev, varken i for- eller eftertest, forklarat varfor tio av en
position ger en av narmast hogre position. Darfor har ingen elev tolkats kunna ut-
trycka forstdelse av aspekten tio siffror ger max siffran ‘9’ i varje position. och inte hel-
ler av aspekten decimalprincipen gdller oberoende av position (tabell 1).

Aspekter som gjordes mojliga att urskilja

Analysen visar att aspekterna decimalsystemets positioner, PLV ental, PLV antal av po-
sition, siffran ‘0’ som antalet noll av en position och tio ger en av ndrmast hégre position
gjordes mojliga att urskilja i undervisningen. Nedan beskrivs de variationsmonster
som skapades och gjorde det mojligt att urskilja respektive av dessa aspekter.

Aspekten decimalsystemets positioner

I tvd moment var det mojligt att urskilja aspekten decimalsystemets positioner. | ett
av momenten fanns talet 222 pa tavlan. Eleverna diskuterade forst i par om siffrorna
i talet var lika mycket varda. Lararen fragade sedan vad skillnaden mellan siffrorna
var och en elev svarade:

Excerpta

Emil: Vitdnkte att det har &r ett hundratal (pekar pa tvaan langst till vanster i representationen
222) och det har ar ett tiotal (pekar pa tvaan i mitten i representationen 222) och det &r ett
ental (pekar pa tvaan langst till hoger i representationen 222).

Av excerpt 1 framgar att Emil uttryckte att siffran 2’ representerar de olika vardena
hundratal, tiotal respektive ental, beroende av position siffran har i 222.

Sedan visades talet 222 med grupperade prickar, ovanfér den numeriska represen-
tationen 222 (se figur 4) och lararen sa:

L: Nisa sa att den ar vard tvad hundratal (flyttar tvaan langst till vanster till under de tvahundra
prickarna) ... sen sa ni att vi har tva tiotal (flyttar den mittersta tvaan till under de tjugo

prickarna) ... och sa har vi tva stycken ental (flyttar tvdan langst till hoger till under de tva

prickarna)

Figur 4. Pd tavlan fanns 222 prickar grupperade som hundratal, tiotal respektive ental och den
numeriska representationen 222
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Lararen forstarkte pa detta sitt Emils forklaring av vad respektive ’tvda’ represente-
rar. Med hjdlp av de grupperade prickarna visade hon att 'tvaan’ langst till vanster i
222 representerar tva hundratal, ’tvdan’ i mitten tva tiotal och ’tvdan’ langst till ho-
ger tva ental. Har var siffran ’tva’ invariant i alla positioner (222) och positionernas
varden (hundratal, tiotal, ental) varierade i relation till den position som respektive
‘tvaa’ stod i. Variationsmonstret Oppnade upp aspekten decimalsystemets positioner
som en Dimension av Variation (DaV), vilket har tolkats som att det gjordes majligt
att urskilja denna aspekt (se tabell 2).

Aspekterna PLV ental och PLV antal av position

Det fanns flera moment dar det gjordes majligt att urskilja aspekterna PLV ental och
PLV antal av position. Dock var det enbart i tvd av dessa som det fanns mojlighet att
urskilja aspekterna utifran begreppet enhet. En uppgift med talet 124 visade exempel
pa dessa ( se figur 5).

Figur 5. Pd tavlan fanns talet 124 och tva olika sdtt att beskriva platsvirdet for siffran 2 i talet, 2
tiotal som tvd tiogrupperade prickar respektive 20 som tjugo enskilda prickar

I momentet fick eleverna forst tanka sjdlva och sedan parvis diskutera skillnaden
mellan att beskriva tvaans varde i talet 124, som 2 tiotal respektive 20. Nagra elever
presenterade sina tankar och ldraren och eleverna drog sedan en slutsats med hjalp
av vad som fanns pa tavlan (figur 5) pa foljande vis:

Excerpt 2

1. Elsa: Da ar det typ samma sak att det ar tva tiotal eller tjugo.

2. L: Ja det &r samma sak, skillnaden &r om jag har tva tiotal, Elsa. D3 har jag satt dom i grup-

per om tio (pekar pa de tva grupperna med tio prickar i varje under “2 tiotal”).

3. Elsa: Men dar nere ar det huller om buller.
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4. L: Har &r det huller om buller (pekar pa de enskilda prickarna under “20” som ej var gruppe-
rade).

Av excerpt 2 framgar att Elsa drog slutsatsen att 2 tiotal och 20 var tva olika satt att
beskriva tvdans varde i talet 124 (rad 1). Lararen lyfte darefter fram skillnaden mel-
lan de tva satten att beskriva vardet: & ena sidan som 2 tiotal, dar tva grupper med
tio 1o prickar i varje grupp tillsammans beskriver tvdans varde (rad 2), och & andra
sidan som 20, dar de enskilda prickarna tillsammans beskriver tvdans varde (rad 4).
Platsvardet var invariant (vardet for siffran 2’ i talet 124) medan satten att beskriva
platsvardet, varierade (2 tiotal respektive 20). Dels beskrevs platsvardet som PLV en-
tal utifrdn begreppet enhet som ’en sak’ (20 stycken), dels som PLV antal av position
utifran begreppet enhet som ‘en grupp enheter som en sak’ (2 tiotal). Genom varia-
tionsmonstret oppnades platsvardets innebord’ upp som en DaV. Eftersom aspek-
terna PLV ental och PLV antal av position var varden i DaV:n, har det tolkats som att
det gjordes majlighet att urskilja dessa bada aspekter (se tabell 2).

Aspekten siffran ‘o’ som antalet noll av en position

[ tvd andra moment var det mojligt att urskilja aspekten siffran ‘o’ som antalet noll av
en position. Ett moment med talet 202 illustrerar detta (se figur 6).

Figur 6. Pd tavlan fanns 202 prickar grupperade som hundratal respektive ental och den numeriska
representationen 202.

P4 tavlan representerades talet 202 bade numeriskt och av grupperade prickar (se
figur 6). Lararen tog bort nollan frdn 202 och flyttade ihop de kvarvarande siffrorna
sa att det istdllet stod 22 under prickarna och sa:

L: tjugotva det stammer inte 6verens med detta (pekar pa de tvahundratva prickarna) det ar
inte det antalet som ar har ... ofta sdger ni sdhar nollan det betyder ingenting, men det gor
den visst det servi ju ... d& far vi ett annat tal sa det kan inte vara sa att nollan inte betyder
nagonting den betyder ju ndgonting ... den ger oss information att vi har noll tiotal den bar
pa information den betyder ndgonting (skriver o tiotal under nollan i 202).
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Lararen lyfte fram att siffran ‘o’ behdvs for att representera talet 202 korrekt ("tju-
gotva det stammer inte 6verens med detta [pekar pa de tvahundratva prickarnal).
Detta jamfordes med elevernas uppfattning av nollan som ”"ingenting” och att talet
utifrdn den isdfall skulle skrivas som 22, vilket inte skulle vara korrekt ("ofta sager
ni sd har nollan det betyder ingenting, men det gor den visst det ser vi ju ... da far vi
ett annat tal s det kan inte vara sa att nollan inte betyder nagonting” ). Lararen lyfte
sedan fram att nollan i 202, beskriver antalet noll tiotal ("den ger oss information att
vi har noll tiotal”). Talet 202 var invariant (i form av de grupperade prickarna) medan
nollans betydelse varierade pa tre sitt. Dels visades att nollan dr nédvandig for att
kunna beskriva tal korrekt, dels att det dr inkorrekt att tanka att nollan inte betyder
ndgonting samt att siffran ‘o’ beskriver antalet noll av en position. Genom variations-
monstret 6ppnades 'nollans betydelse’ upp som en DaV. Eftersom aspekten siffran
‘0’ som antalet noll av en position var ett av vardena i DaV:n, har det tolkats som att
undervisningen gjorde det majligt att urskilja denna aspekt (se tabell 2).

Aspekten tio ger en av ndarmast hogre position

Det fanns tvd moment da undervisningen gjorde det majligt att urskilja aspekten tio
ger en av ndrmast hégre position. I det ena jamfordes antalet som grupperas som en i
narmast hogre position i olika bassystem (se figur 7).

Figur 7. Pd tavlan fanns tio inringade prickar och under dem siffrorna '1' och 'o' som var relaterade till
tiobassystemet respektive fem inringade prickar och under dem siffrorna '1' och 'o' som var relaterade
till fembassystemet.

I momentet diskuterade eleverna och lararen att det ar antalet tio som grupperas och
ger en av hogre position i tiobassystemet. Sedan lyfte lararen fram att antalet som
grupperas och ger en av hogre position skiljer sig mellan fembas- och tiobassystemet,
genom att saga:

L: Har har jag en grupp pa tio, fullt men jag har noll ental (pekar pa de inringade tio prickarna
och representationen 10 pa 10-bas raden). | fembasen (pekar pa raden for 5-bas) ar det fullt
sa fort vi har en grupp pa fem (ringar in de fem prickarna). Sa jag har en grupp som bestar av
fem for det ar fullt nar det ar fem (satter en etta och nolla under de fem prickarna i raden for

5-bas).
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Genom att lararen pekade pa antalet prickar som var inringade i relation till respek-
tive bas och att dessa beskrevs som 10, lyfte hon fram att antalet tio ger representa-
tionen 10 i tiobassystemet, respektive att antalet fem ocksa ger representationen 10
i fembassystemet. Den numeriska representationen av grupperingarna var invariant
i form av siffrorna '’ och '0’ (10), medan antalet (tio respektive fem) som gav en av
ndrmast hogre position varierade. Detta variationsmonster 6ppnade upp 'beroende
av bassystem ger olika antal en av ndrmast hogre position, som en DaV. Eftersom
aspekten tio ger en av ndrmast hégre position var ett av tva varden i DaV:n, har det
tolkats som att aspekten gjordes majlig att urskilja (se tabell 2).

Aspekter som inte gjordes madjliga att urskilja

Analysen visar att, nar aspekterna tio siffror ger max siffran '9’ i varje position. och
decimalprincipen gdller oberoende av position avsags att behandlas, var variations-
monstret som skapades sddant att det var andra aspekter dan de avsedda som gjordes
mdjliga att urskilja. Nedan beskrivs de variationsmonster som skapades relaterat till
dessa tvd aspekter och vad som gjordes mojligt att urskilja.

Aspekten tio siffror ger max siffran 'g' i varje position.

Trots att lararen avsag att gora aspekten tio siffror ger max siffran 9’ i varje position.
mojlig att urskilja, visade analysen att detta inte framkom i undervisningen. Istallet
gjordes det mojligt att urskilja att "tiobasen har tio siffror’.

Figur 8. Pd tavlan fanns tio siffror i den dvre raden och fem siffror i den undre

I momentet sa lararen att den Gvre raden visar siffrorna som finns i tiobassystemet
och att den undre visar siffrorna som finns i fembassystemeten (figur 8). Hon fragade
"vad ar det som skiljer tiobasen fran fembasen?” Eleverna svarade:

Excerpt 3:

1. Tilda: fembasen ar fem mindre.
2. L: Fembasen ar fem mindre, vadda?

3. Tilda: An tiobasen.
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4. L: Fem mindre vadda?
5. Erik: Siffror.
6. L: Siffror. Fembasen har fem siffror, tiobasen har tio siffror.

Som framgar av excerpt 3 beskrev eleverna skillnaden mellan tiobassystemeten och
fembassystemet, som att det ar fem farre siffror i fembassystemet (rad 1 och 5). Lara-
ren forklarade att "fembasen har fem siffror, tiobasen har tio siffror” (rad 6). Det som
var invariant var att talen representerades av siffror, medan antalet siffror varierade
beroende av bassystem: tio siffror i tiobassystemet (0,1....9) respektive fem (o,1...4)
siffror i fembassystemet. Genom variationsmonstret ppnades "beroende av bas finns
ett visst antal siffror’ upp som en DaV. 'Tiobasen har tio siffror’ respektive 'fembasen
har fem siffror’ var varden i DaV:n, vilket har tolkats varit mgjligt att urskilja. Dére-
mot synliggjorde inte variationsmonstret att de tio siffrorna i tiobassystemet enbart
ger mojlighet att ange upp till nio i varje position. Darav har det tolkats som att det
inte gjordes majligt att urskilja den aspekt som avsags, tio siffror ger max siffran 9’i
varje position. (se tabell 2).

Aspekten decimalprincipen géller oberoende av position

Nar decimalprincipen gdller oberoende av position behandlades visade analysen att
principen enbart synliggjordes utifran aspekten tio ger en av ndrmast hégre position,
men inte utifrdn aspekten tio siffror ger max siffran '9’i varje position..

[ ett moment fanns forst nio prickar i entalskolumnen och nio tiogrupper med prick-
ar i tiotalskolumnen, samt siffran ‘9’ skrivet under respektive kolumn (se figur 9).

Figur 9. Pd tavlan fanns nio prickar i entalskolumnen respektive nio prickar i tiotalskolumnen, samt
siffran ‘9’ under respektive kolumn.
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Lararen lade sedan till ytterligare en prick i entalskolumnen, sd att det nu var tio
prickar i denna kolumn. Eleverna fick forst parvis diskutera vad som hdnder nar det
ar tio i entalskolumnen och darefter forklara sina tankar. Sedan flyttade lararen 6ver
de tio prickarna som en tiogrupp till tiotalskolumnen och fortsatte:

Excerpt 5
1. L: Den gruppen blev full. Det blev tio stycken (pekar pa entalskolumnen). Da flyttar den

gruppen genast hit (pekar pa tiotalskolumnen och de tio prickarna som flyttats 6ver dit) och
da har jag tio grupper pa tio stycken och vad hander d3, Siv?

2. Siv: Da vaxlar det och blir hundra.

3. L: Da har jag ett helt hundratal (flyttar de tio grupperna med tio prickar i varje éver till hund-
ratalskolumnen). S& jag far ett helt hundratal (skriver en etta under hundratalskolumnen)
inga tiotal (skriver en nolla under tiotalskolumnen) och inga ental (skriver en nolla under en-
talskolumnen). Det blev fullt (pekar pa entalskolumnen). Jag vaxlade upp till tiotalet (pekar
pa tiotalskolumnen), det blev tio stycken tiotal gruppen var full och hundratalet kommer,

etthundra (pekar pa hundratalskolumnen).

Som framgar av excerpt 5 lyfte lararen forst fram att tio ental bildar en tiogrupp och
att entalen vaxlas till ett tiotal (rad 1) och att det da fanns tio tiotal i tiotalskolumnen
(rad 1). Siv forklarade att dessa da vaxlas och blir hundra (rad 2). Lararen fortydli-
gade Sivs svar som ett hundratal (rad 3). I momentet upprepades aspekten tio ger en
av ndrmast hégre position, genom att det forst var tio ental som gav en av ndrmast
hogre position och sedan tio tiotal som gav en av narmast hogre position. Darav har
denna aspekt tolkats som invariant i momentet. Det som har tolkats variera ar de
positioner som innehdll tio och gav en av narmast hogre position. I det forsta fallet
var det entalen som var tio och i det andra fallet var det tiotalen som var tio. Genom
variationsmonstret 6ppnades 'tio ger en i ndrmast hogre position galler oberoende
av position’ upp. Daremot synliggjorde inte variationsmdnstret att dven aspekten tio
siffror ger max siffran '9’i varje position. giller oberoende av position. Eftersom deci-
malprincipen i studien har tolkats som att innehdlla bade aspekten tio siffror ger max
siffran '9’i varje position. och tio ger en i narmast hogre position har det tolkats som
att undervisningen inte gav mojlighet att urskilja aspekten decimalprincipen gdller
oberoende av position, som helhet (se tabell 2).

Relationen mellan elevernas larande och undervisningen

For att besvara fragan vilka variationsmonster som har gett mdjlighet och kan ha
bidragit till elevernas larande av platsvarde, har skillnaden i elevresultat pa for- och
eftertest jamforts med vilka aspekter som varit majliga att urskilja i undervisningen.
Tabell 2 sammanfattar vilka exempel som anvandes, vilka aspekter som gjordes moj-
liga att urskilja och forandringen i elevresultatet i relation till respektive aspekt.
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Tabell 2. Ménster av variation, aspekter méjliga att urskilja, samt 6kning i l6sningsfrekvens.

Aspekter av platsvarde Exempel som Invarianti Aspekter moéjliga att urskilja som Okning av
anvandes momentet DaV och viarden i DaV:n (exempel av  losningsfrekvens
véarden) mellan for- och
eftertest (jamfor
tabell 1)
Aspekter som gjordes
mojliga att urskilja
1. Decimalsystemets Talet Siffran’2’i  DaV: Decimalsystemets positioner 16
positioner tvahundratjugotv  alla Virden:
d representerat positioner, - Hundratal (2:an langst till vanster)
av grupperade 222 - Tiotal (2:an i mitten)
prickar och 222. - Ental (2:an langst till hoger)
Begreppen:,
hundratal, tiotal,
ental
2. PLV antal av position 124 Platsvardet  DaV: Platsvardets innebord 15 (PLV antal av
och PLV ental - 2 tiotal/tva for 2:an i Vérden: position)
tiogrupper med talet 124 - Som PLV antal av position (2 14 (PLV ental)
prickar tiotal/tva tiogrupper med prickar)
- 20/tjugo - Som PLV ental (20/tjugo enskilda
enskilda prickar prickar)
3.’0’ som antalet noll av Talet Talet DaV: Nollans betydelse 16
en position tvahundratva tvahundrat ~ Varden:
representeratav = va - Nollans betydelse for att beskriva tal
grupperade represente  korrekt (202)
prickar. ratav - Nollans betydelse som "ingenting” ar
Sifferrepresentati  grupperad  inkorrekt (22)
onerna: 202, 22, e prickar - 0 som antalet noll av en position (0
0 tiotal tiotal)
4. Tio ger en av narmast Tiobas ger att tio Representa  DaV: Beroende av bassystem ger olika 12
hégre position prickar tionen 10 antal en av ndrmast hogre position
representeras ("ett” Varden:
som 10 "noll”) - Antalet tio ger en av ndrmaste hogre
respektive position i tiobas (tiobas som gor att tio
fembas ger att prickar representeras som 10)
fem prickar - Antalet fem ger en av narmast hogre
representeras position i fembas (fembas som gor att
som 10 fem prickar representeras som 10)
Aspekter som inte
gjordes mojliga att
urskilja
5. Tio siffror ger max 9 i Tiobasen har Den DaV: Beroende av bas finns ett visst 0
varje position siffrorna 0, 1,...9 numeriska  antal siffror
respektive representa  Varden:
fembasen har tionen av - Tiobasen har tio siffror (tiobasen har
siffrorna 0, 1,...4 talen siffrorna 0, 1, ...9)
- Fembasen har fem siffror (fembasen
har siffrorna 0, 1,...4)
6. Decimalprincipen Tio prickar i Antalet tio DaV: Tio ger en i narmast hogre 0
giller oberoende av entalskolumnen aven position, géller oberoende av position
position (i termer av flyttas som en position Virden:
aspekterna tio siffror ger  tiogrupp till gereni - Tio ental ger ett tiotal (tio prickar i
max 9 i varje position och  tiotalskolumnen, = ndrmast entalskolumnen flyttas som en
tio ger en av ndrmast tio tiogrupper i hogre tiogrupp till tiotalskolumnen)
hogre position) tiotalskolumnen position - Tio tiotal ger ett hundratal (tio
flyttas som en tiogrupper i tiotalskolumnen flyttas
hundragrupp till som en hundragrupp till
hundratalskolum hundratalskolumnen)
nen

Av tabell 2 framgdr att testresultatet speglar undervisningen. Det var fler elever som
utvecklade forstdelse av de aspekter som analysen visade var mojliga att urskilja i un-
dervisningen (tabell 2, aspekterna 1-4) jamfort med de aspekter som avsags behand-
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las, men dar variationsmonstret var sadant att det var andra aspekter som gjordes
mojliga att urskilja istdllet (tabell 2, aspekterna 5 och 6). [ genomsnitt var det cirka 15
elever som utvecklade forstdelse av de aspekter som gjordes mojliga att urskilja, med-
an inte ndgon elev utvecklade forstaelse av de aspekter som avsags behandlas, men
dar andra aspekter gjordes mojliga att urskilja. De variationsmonster som skapades
relaterat till de aspekter som analysen visade gjordes mojliga att urskilja, forefaller att
ha varit mer gynnsamma for elevernas larande dn de variationsmonster som skapa-
des relaterat till de aspekter som avsdgs behandlas, men dar andra aspekter istallet
gjordes mojliga att urskilja.

Resultatsammanfattning

Resultatet har visat hur olika monster av variation och invarians skapar olika méjlig-
heter for elever i arskurs 2 att forstd platsvarde. Vidare visar resultatet att de exempel
som anvandes i undervisningen forefaller att vara kritiska for att skapa sddana va-
riationsmonster som ar gynnsamma for elevernas larande av de aspekter som avses.
Med exempel avses har ett specifikt fall av ndgot mer generellt (Mason, 2006; Mason
& Pimm, 1984; Rowland, 2008; Watson & Mason, 2005; Zodiak & Zaslavsky, 2008).
Exempelvis, hundratalspositionen ar ett exempel (ett specifikt fall) pa decimalsys-
temets positioner (det generella). Tiotalspositionen ar ett annat specifikt fall, det vill
sdga ett annat exempel pa detta.

D34 aspekterna decimalsystemets positioner, PLV ental, PLV antal av position, siffran
0’ som antalet noll av en position och tio ger en av ndrmast hégre position behandla-
des visar resultatet att exemplen som anvandes skapade variationsmonster som var
gynnsamma for elevernas larande. Genom att anvanda 222 (se tabell 2) som ett ex-
empel pa ett tresiffrigt tal med samma siffror gjordes det mojligt for eleverna att fa
syn pd aspekten decimalsystemets positioner. | exemplet var siffrorna i talet samma
(2), medan inneborden av respektive siffra skilde sig at beroende pa den position siff-
ran stod i. Genom detta monster av variation/invarians gjordes aspekten mgjlig att
urskilja.

Nar lararen visade 2 tiotal/tva tiogrupperade prickar som ett exempel pa aspekten
PLV antal av position respektive 20/tjugo enskilda prickar som ett exempel pa aspek-
ten PLV ental (se tabell 2), gavs eleverna mojlighet att fa syn pa skillnaden mellan
aspekterna. Dessa exempel beskrev samma platsvarde, for siffran 2’ i talet 124, medan
det som skilde dem &t var hur platsvardet beskrevs, och darmed dess olika innebord.
Eftersom exemplen jamfordes, varierade bada aspekterna samtidigt och gjordes dar-
med mojliga att urskilja samtidigt.

Genom de fyra exemplen tvdhundratva grupperade prickar, 202, 22 och o tiotal (se
tabell 2) gavs eleverna majlighet att fa syn pa aspekten siffran o’ som antalet noll av
en position. Tvdhundratva grupperade prickar och 202 ar exempel pa korrekt repre-
sentation av talet tvdhundratva. Nar nollan togs bort fran 202 fanns 22 kvar. Detta ar
ett exempel pa att representera talet tvahundratva inkorrekt och kunde knytas till en
vanlig elevuppfattning ("nollan betyder ingenting”). o tiotal for siffran o’ i talet 202
anvandes som ett exempel pa att beskriva platsvarde som noll av en positions varde.
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[ momentet fokuserades samma tal (exemplifierat av de tvahundratvd grupperade
prickarna). Det som skilde exemplen 202, 22 och o tiotal it var innebérden av nollans
betydelse. Darigenom gjordes det mgjligt att urskilja bade aspekten siffran 0’ som
antalet noll av en position och 'nollans betydelse’.

Nar aspekten tio ger en av ndrmast hégre position behandlades, anvdndes talet fem
i fembassystemet respektive talet tio i tiobassystemet som exempel. Lararen visade
forst att tio prickar representeras av siffrorna 10 i basen tio. Darefter visades att fem
prickar ocksd representeras av siffrorna 10 i fembassystemet (se tabell 2). Dessa tva
exempel visade pa att ett specifikt antal beroende av talbasen (tio respektive fem)
ger en av narmast hogre position. Variationsmonstret som skapades med hjalp av
exemplen var att antalet prickar var olika men detta representerades numeriskt pa
samma sdtt; som 10 i respektive bas. Genom denna skillnad gavs eleverna mdjlighet
att urskilja aspekten tio ger en av ndrmast hégre position.

Nar aspekterna tio siffror ger max siffran 9’ i varje position. och decimalprincipen
gdller oberoende av position behandlades visar resultatet att exemplen skapade va-
riationsmonster som troligen var otillrackliga for elevernas larande. Nar aspekten
tio siffror ger max siffran 9’ i varje position. avsdgs att behandlas anvandes de bada
exemplen tiobassystemet (som har siffrorna o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) respektive fem-
bassystemet (som har siffrorna o, 1, 2, 3, 4) (se tabell 2). Dessa ar exempel pa att varje
bassystem har ett visst antal siffror varmed talen kan skrivas. I exemplen var den
numeriska representationsformen densamma, men det som skilde exemplen &t var
antalet siffror som finns tillgangliga i respektive bas. Vad som framkom da var, att
"beroende av bas finns ett visst antal siffror), istdllet for aspekten tio siffror ger max
siffran '9’i varje position., vilket egentligen var avsikten.

[ ett moment anvandes de bada exemplen tio prickar i entalskolumnen flyttas som
en tiogrupp till tiotalskolumnen & ena sidan och tio tiogrupper i tiotalskolumnen flyt-
tas som en hundragrupp till hundratalskolumnen & andra sidan (se tabell 2). Dessa
exempel visar pd att positioner som innehar tio ger en av ndrmast hogre position.
Genom exemplen gavs eleverna majlighet att fa syn pd en annan aspekt an decimal-
principen gdller oberoende av position, vilket lararen ville. Gemensamt i bada exem-
plen var att tio av en position ger en av narmast hogre position och det som skilde
exemplen at var vilka positioner som var tio och gav en av narmast hogre position.
I det ena fallet var det entalen som var tio och i det andra fallet var det tiotalen som
var tio. Det som gjordes mojligt att 1dra var da att 'tio ger en i narmast hogre position
galler oberoende av position’. Visserligen innehaller decimalprincipen denna aspekt,
men dven aspekten tio siffror ger max siffran 9’ i varje position.. Den senare var inte
mojlig att lara genom exemplen och darav inte heller aspekten decimalprincipen gdller
oberoende av position, som helhet.

Diskussion

Forskare har funnit att, vissa aspekter av platsvarde kan vara svara for elever att for-
st (till exempel Cawley m.fl., 2007; Fuson, 1990; Gallardo & Hernandez, 2006; Her-
zog, Ehlert & Fritz, 2017; Tempier, 2016; Verschaffel, Greer & De Corte, 2007), vilket
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aven denna studie har visat. En del av dessa svdrigheter kan 6verkommas genom att
anvanda olika representationsformer i undervisningen (Fuson & Briars, 1990; Fuson,
Smith & Lo Cicero, 1997; Hiebert & Wearne, 1992), men det racker emellertid inte all-
tid for att eleverna ska utveckla djupare forstaelse av platsvarde (Bednarz & Janvier,
1982; Thomas, 2004). Det finns ingenting i denna studie som motsager betydelsen av
att anvanda olika representationsformer i undervisning av platsvarde, men studien
visar framfor allt hur aspekter som eleverna behover lara for att forsta platsvarde kan
goras mojliga att lara da olika monster av variation skapas i undervisningen. Harvid-
lag pekar resultatet mot att de exempel som anvands ar betydelsefulla for att skapa
monster av variation och invarians som ar gynnsamma for elevernas ldrande. Resul-
tatet visar att de exempel som anvandes i relation till nagra av platsvardets aspekter
skapade variationsmonster som var gynnsamma for elevernas larande, medan de ex-
empel som anvandes i relation till andra aspekter var otillrackliga. Resultatet pekar
darmed pa att valet av exempel bor ske med omsorg, sd att de har potential att skapa
variationsmonster i relation till de aspekter av platsvarde som ska laras.

Resultatet kan dven ge ett bidrag till hur andra talsystem kan anvandas for att un-
dervisa om decimalsystemet. For att eleverna skulle ldra sig att det enbart far plats 9
i varje position och att tio av en position ger en av ndrmast hogre position jamfordes
decimalsystemet med fembassystemet. Detta har likheter med Thanheiser och Mel-
huishs (2018) studie som visade att detta var framgdngsrikt for att eleverna skulle
lira sig platsvirde. Aven Vygotsky (1934/2010) och Marton (2015) argumenterar for
att behandla andra talsystem i undervisningen for att elever ska forsta principer av
decimalsystemet. Emellertid visar resultatet i féreliggande studie att det inte ar opro-
blematiskt att anvdanda andra talsystem for att elever ska ldra sig aspekter av deci-
malsystemet. Nar lararen ville att eleverna skulle ldra att det enbart far plats 9 i varje
position, skapades ett variationsmonster dar en annan aspekt gjordes mojlig att lara.
Avseende att tio av en position ger en av ndrmast hogre position skapades visserligen
ett variationsmonster som gjorde det mojligt att urskilja aspekten, men enbart drygt
hélften av eleverna kunde uttrycka forstaelse av aspekten i eftertestet. Att anvanda
andra talsystem for att undervisa om platsvarde i decimalsystemet dr troligen en god
idé. Resultatet indikerar emellertid att aspekter av decimalsystemet inte synliggors
per automatik bara for att andra talsystem anvands. For att en aspekt ska synliggoras
kravs att talsystemen tillsammans skapar ett kraftfullt variationsmonster relaterat
till den aspekt som ska laras.

Studien bidrar med detaljerade beskrivningar av undervisningsmoment inklusive
de exempel som anvdandes och som skapade variationsmonster som var mer eller
mindre gynnsamma for elevernas larande. Dessa beskrivningar kan fungera som ut-
gangspunkter ndr larare planerar och undervisar om platsvarde. Till exempel kan
undervisning planeras och genomforas utifran de exempel som studien har visat vara
gynnsamma for elevernas larande av aspekterna platsvarde som ental och platsvarde
som antal av position. Emellertid bor larare dels ta hdansyn till sin egen elevgrupps
behov av ldrande och skapa variationsmdnster utifran det, dels bor monstren pro-
vas och preciseras i larares egen undervisningspraktik. Beskrivningarna kan aven
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bidra med en begreppsapparat for larare att anvanda nar de tanker och diskuterar
med andra larare om undervisning av platsvarde. Till exempel kan de anvanda sig av
begreppen variation och invarians pa liknande sitt som i studien for att planera och
kritiskt granska planeringar samt utvardera undervisning utifran vilka aspekter som
varit mojliga att lara.

Genom att anvanda variationsteorin for att analysera data har det varit mojligt att
fokusera pd hur innehdllet i undervisningen behandlas och specifikt att studera hur
platsvarde kan undervisas om utifran hur aspekter av innehdllet varierar. Emeller-
tid bor uppmdarksammas att variationsteorin ger en begransad bild av den komplexa
praktik som undervisning innebar och vad som har betydelse for elevernas mojlighet
att lara. Men da variationsteorin beskriver undervisning och larande i samma temer
— urskiljning och variation - har det varit mojligt att studera relationen mellan dessa.

Resultatet, i form av de mer eller mindre gynnsamma variationsmonstren, grundas
i tolkningen av elevernas svar pa uppgifterna i testen. Bdde testens utformning och
tolkningen utgdr centrala delar i studien. Testen var inte standardiserade utan desig-
nades av larargruppen. Det ar darfor inte sdkerstallt att uppgifterna i alla avseenden
provade vad som avsdgs. Daremot provar flera uppgifter samma aspekter, vilket kan
ses som en styrka i testen. I tolkningen av elevernas svar har hansyn tagits till vad
eleverna uttryckte muntligt och vilka gester de gjorde (till exempel vilka siffror de pe-
kade pa i anslutning till fragan: vad betyder siffrorna i talet 9o?). Tolkningen har daven
gjorts utifrdn vilka aspekter eleverna inte uttryckte forstdelse av, men ddaremot har
inte hdnsyn tagits till varfor det inte uttrycktes. En risk ar till exempel att eleverna
uppfattade att fragorna efterfragade ndgot annat an vad som avsetts. For att minska
denna risk anvandes uppfoljande fragor.

Fortsatt forskning

Ytterligare forskning behovs nar det galler vilka variationsmonster som dr gynnsam-
ma for elevernas larande om platsvarde och vilka exempel som kan anvandas for att
skapa dessa. Sarskilt intressant ar att ytterligare studera vilka variationsmonster som
kan anvandas for att eleverna ska ldra att det enbart far plats upp till 9 i varje posi-
tion och att decimalprincipen gdller oberoende av position, eftersom undervisningen
i denna studie inte verkade vara sarskilt framgangsrik avseende dessa aspekter. En
kvasiexperimentell studie med kontrollgrupp skulle kunna ge ytterligare insikter i
dessa fragor.
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