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Fragan ar vad fragan gor

— olika frdgestallningars
betydelse for hur elever
uttrycker och anvander
forandringstakt i matematik

P Hakansson & R Gunnarsson

Sammanfattning

Syftet med denna studie dr att jamféra olika fragestdllningars betydelse for hur elever
relaterar och uttrycker relationer mellan olika storheter i uppgifter om férdndrings-
takt i matematik. Genom en kvalitativ analys jamfér vi hur elever i drskurs 9 besvarar
tva olika typer av uppgifter om hur snabbt vitskevolymen i tvd medicinska droppdsar
fordndras. Analysen pekar bland annat pa att en jamférande uppgift ("vilken for-
dndras snabbast?”) kan 6ppna ett brett utfallsrum, ddr vi kunde observera fem kvali-
tativt skilda sdtt att l6sa uppgiften. Vidare verkar en uppgift som efterfrdgar ett virde
("hur snabbt foérdndras den?”) kunna leda eleverna mot multiplikativa jimfarelser,
som ligger ndra den vedertagna matematiska innebérden i begreppet férdndringstakt.
Avslutningsvis diskuterar vi de olika frdagestdllningarnas potential for att lyfta olika
aspekter av begreppet fordndringstakt och hur de skulle kunna anvindas av ldrare for
olika syften i undervisningen.

Nyckelord: forandringstakt, matematikundervisning, uppgiftsdesign, proportionalitet
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Abstract

The aim of this study is to compare the impact of different framings of questions as
of how students relate and express relations between different quantities in student
tasks concerning rate of change. Through a qualitative analysis we compare how stu-
dents in ninth grade (age 15) respond to two different framings of questions, concer-
ning how fast the volume of fluid in two medicine bags change. The analysis indicates
that a comparing question ("which changes fastest?”) can open up a wide outcome
space, in which we could observe five qualitatively distinct ways of solving the task.
Furthermore, a question that requests a value (“how fast does it change?”) seem to
encourage students to make multiplicative comparisons, which is close to the mat-
hematical meaning of rate of change. Finally, we discuss the potential of each ques-
tion for pointing to different aspects of rate of change, and how they could be used by
teachers for different purposes in teaching situations.

Keywords: Rate of change, Mathematics teaching, Task design, Proportionality

Introduktion

Hur elevers mojligheter till larande paverkas av uppgifters design ar en del av det
matematikdidaktiska forskningsfaltet, men ocksa centralt i larares yrkespraktik. Vid
sidan av olika talvarden, kontexter och representationer, kan ocksa de specifika fra-
gestdllningarna antas paverka vilket matematiskt innehall som elever méter i en upp-
gift. I den har studien fokuserar vi pa olika fragestallningars betydelse. Med det me-
nar vi hur vad som efterfrdgas, snarare an hur fragan ar formulerad, paverkar elevers
anvandning av forandringstakt.

Begreppet forandringstakt beskriver med vilken takt en variabel forandras i forhal-
lande till en annan (samvarierande) variabel. Tidigare studier har visat att begreppet
kan innebdra svarigheter for elever i olika dldrar, och bade fore och efter undervis-
ning i matematisk analys (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen & Hsu, 2002; Herbert & Pierce,
2008; Orton, 1984). Pa senare tid (Johnson, 2015) har det ocksa foreslagits att elever
som uttrycker fordndringstakt med en enda storhet har battre mojligheter att for-
djupa sitt kunnande av begreppet, jamfort med elever som inte gor det. Johnson (ibid)
beskriver detta i termer av intensiva och extensiva storheter. En extensiv storhet ar
direkt matbar (till exempel stracka och tid), medan en intensiv storhet (till exempel
hastighet) anvands for att uttrycka storleken av ett forhdllande mellan tva extensiva
storheter. Ett fordjupat kunnande av forandringstakt innefattar gymnasiematemati-
kens derivatabegrepp som ibland beskrivs som den momentana forandringstakten.
Det finns flera studier som beror elevers forstdelse av forandringstakt och samvaria-
tion mellan variabler (till exempel Johnson, 2012). Vilken roll en specifik fragestall-
ning spelar for elevers uttryck eller anvandning av forandringstakt som en intensiv
storhet ar dock relativt oproblematiserat.

For att undersoka vilka effekter olika typer av fragestallningar kan fa i uppgifter
om forandringstakt har vi analyserat elevers 16sningar till tva uppgifter som handlar
om medicinska droppdsar ddr varje pases innehdll forandras i en konstant takt. Upp-
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gifterna ar identiska vad galler talvdarden, kontext och representationsformer, men
skiljer sig at genom att den ena efterfragar en jamforelse av tva takter (harefter jam-
forande uppgift), medan den andra efterfragar ett varde pa den forandringstakt som
ar hogst (harefter kallat vdrderande uppgift). I analysen fokuserades pa hur elever
relaterar tvd samvarierande storheter, volym och tid, till varandra vid respektive fra-
gestdllning. Vi jimfor sedan hur uppgifter som efterfrigar en jamforelse respektive
ett varde kan paverka elevers anvandning av forandringstakt som en intensiv storhet.

Samvariation, férhallande och fordndringstakt

[ laromedel definieras ofta (Thompson & Carlson, 2017) en matematisk funktion som
en korrespondens mellan specifika x- och y-vdrden (se till exempel Adams och Essex,
2017). Samtidigt lyfts ofta samvariation mellan variabler fram som avgoérande for vi-
dare kunskapsutveckling inom matematisk analys (Carlson m.fl., 2002). I motsats till
korresponderande varden, ar det alltsd variablernas forandringar, eller hur de varie-
rar i forhdllande till varandra, som star i forgrunden. Utover ett sddant samvarie-
rande perspektiv har man nyligen pekat ocksa pa andra begrepp, sasom kvot och
forhdllande, som grundlaggande for en stabil forstdelse for begreppet forandrings-
takt (Thompson & Carlson, 2017). P4 engelska anvdnds termerna ‘quotient’, ratio’ och
rate’, for vilka vi har anvander "kvot’, 'forhdllande’ respektive 'takt’. Det sistnamnda
i betydelsen "takt med vilket ndgot forandras” eller "férandringstakt” (eng. rate of
change). Medan "kvot’ (quotient) ofta avser ett numeriskt resultat av en division finns
det i den matematikdidaktiska litteraturen flera olika uppfattningar av begreppen
forhallande (ratio) och takt (rate) och det verkar heller inte finnas nagra entydiga
definitioner av, eller skillnader mellan, begreppen (Lamon, 2007).

Olika inneborder av begreppet takt har framforts beroende pd om man utgdr fran
egenskaperna hos de storheter som ingdr, eller om det ses som en intensiv storhet
(Thompson, 1994). Homogeniteten i en sddan storhet har ocksa lyfts fram som av-
gorande for att forsta forandringstakt (Kaput & West, 1994). Att vandra 14 km pa 2
timmar dr inte samma sak som att vandra 7 km pa 1 timme, men bada vandringarna
innebar att den tillryggalagda strackan fordandras i samma takt (7 km/h). Homoge-
niteten innebdr har alltsa att samma takt svarar mot olika par av stracka och tid. Pa
samma satt innebar homogenitet att smakstyrkan hos saft kan vara densamma obe-
roende av mangden saft som tillreds. Forutom homogenitet lyfter Confrey och Smith
(1994) fram att forandringstakt ar en egen storhet som kan variera i sig sjalv. De me-
nar ocksd att det dr avgorande att urskilja en sddan variation for en 6vergang till
formell funktionslara (ibid., s. 154). Thompson (1994) beskriver takt som ett "genom-
tankt abstraherat konstant forhallande” (ibid, s. 192, var dversattning) och foreslar att
skillnaden mellan takt och forhdllande snarare ligger i hur en situation uppfattas dan
i situationen som sddan. En person som jamfor att vandra 14 km pa 2 timmar med
att vandra 7 km pd 1 timme (férhallandena mellan 14 km och 2 timmar respektive
mellan 7 km och 1 timme) behover inte nédvandigtvis jamfora takterna med vilken
vandringarna genomfors (7 km/h respektive 7 km/h).

I denna studie anvander vi termen forhdllande for multiplikativa jamforelser mellan
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tva storheter. Med (forandrings-) takt avser vi en egen (intensiv) storhet med syfte
att uttrycka intensiteten i ett sddant forhdllande. I exemplet med vandring innebar
ett forhallande att storheterna stracka och tid jamfors multiplikativt medan en takt
innebar att en ny storhet (hastighet) konstrueras och anvands for att uttrycka intensi-
teten i forhdllandet, vilket ocksa innebar att man tilldelar storheten en egen och sam-
mansatt enhet, till exempel km/h. Det mer specifika begreppet hastighet begransar
dock sammanhanget till tid som oberoende variabel medan takt kan anvdandas daven
i andra sammanhang.

Betydelsen av sammanhang, representationsformer och fragor

I en studie med australiensiska elever i drskurs 10 konstaterar Herbert och Pierce
(20m) att elevernas "uppfattningar av forandringstakt i en representationsform eller
kontext inte nodvandigtvis foljer med till andra representationsformer eller kontex-
ter” (ibid., s. 476, var 6versattning). Johnson, McClintock och Hornbein (2017) visar pa
en motsvarande problematik nar det giller resonemang om samvarierande variabler
mellan olika uppgifter med olika kontext. Elevers forstdelse av sdval forandringstakt
som samvariation verkar alltsa paverkas av saval uppgifters ssmmanhang som re-
presentationer. Men aven om man haller sig till ett sammanhang och en representa-
tionsform kan vad som specifikt efterfragas i uppgifter gora skillnad. Ayalon, Watson
och Lerman, (2015) gav elever, 11 till 18 ar gamla, olika fragor om forandringstakt men
kopplade till samma kontext och med samma representationsformer. Deras studie
visade bland annat att eleverna svarade oreflekterat och hastigt pa vissa fragor och
medvetet och med storre anstrangning pa andra. I var studie ar betydelsen av upp-
gifters fragestdllningar central, men till skillnad fran Ayalon m.fl. (2015) belyser vi
inte graden av reflektion i elevernas svar. Istallet fokuserar vi pa hur begreppet for-
andringstakt uttrycks och anvdnds av eleverna beroende pa vilka fragor som stalls.
Specifikt undersoker vi hur tva kvalitativt olika fragestallningar paverkar hur elever
relaterar tva storheter till varandra.

Fragor om forandringstakt kan huvudsakligen vara av tva typer. De kan efterfraga
vilken av minst tva olika takter som ar hogst/lagst (jamforande) eller de kan efter-
fraga ett varde pa hur hég en takt ar (varderande). Medan den forra kraver att (tva)
forhdllanden jamfors med varandra efterfrigar den senare ett varde. Varken sam-
manhang, representationsformer eller talvarden, behover dock dndras for att byta
mellan dessa fragestallningar.

Syftet med studien ar att beskriva de relationer mellan samvarierande storheter
som elever anvander och uttrycker nar de moéter en jamforande respektive varde-
rande frdga i en uppgift om férandringstakt. Tva forskningsfragor anvands:

* Hur anvander och uttrycker elever relationer mellan tva samvarierande stor-
heter nar en uppgift efterfragar en jamforelse av tva forandringstakter (jamfo-
rande fragestallning)?

* Hur paverkas elevernas satt att relatera storheterna av en uppgift som efterfra-
gar hur hég en fordndringstakt dr (varderande fragestallning)?
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Metod

[ samband med ett storre projekt genomforde 69 elever fran tre klasser i arskurs nio
ett skriftligt test med fem uppgifter om férandringstakt. I denna artikel presenterar
vi en analys av elevernas losningar till en av dessa uppgifter (som bestar av tva del-
uppgifter). Med begreppet 'l6sning’ avses det som eleven gér med en uppgift. Samt-
liga klasser ansags medelpresterande av sina matematikldrare och samtliga betygs-
steg fanns representerade hos eleverna. Spridningen i elevernas matematikkunnande
antogs lamplig for att erhdlla en sd rik variation i elevernas 16sningar till uppgifterna
som mdjligt. Eleverna besvarade uppgifterna skriftligt och i varje uppgift uppmana-
des de forklara sina tankar noga och pa det sdtt de sjdlva 6nskade. For att svara mot
denna studies syfte ansdgs att eleverna behovde avledas i sa stor utstrackning som
mojligt fran eventuella procedurella metoder understédda av en grafisk representa-
tion. Man ville alltsd undvika att eleverna anvande nagon tidigare kand formel eller
procedur for att till exempel berdkna riktningskoefficienten for en linjar graf. Utifran
en sadan procedur skulle det vara svart att saga nagot om hur eleverna relaterar stor-
heterna till varandra, och darfor designades uppgiften helt utan grafisk representa-
tion. Uppgiften behovde efterfraga bade en jamforelse av olika takt med vilket nagot
forandras, och ett varde pa hur snabbt férandringen sker. Vidare mdste uppgiften
placerasi ett enda sammanhang, och kretsa runt tva olika férandringstakter som inte
kan jamfGras eller berdknas utan viss anstrangning. Orden ’'takt’, 'férandringstakt’
och andra liktydiga ord, skulle undvikas eftersom dessa ansags kunna leda eleverna
till att anvanda fardiga procedurer. Uppgiften med droppasen, se figur 1, ansags moéta
dessa krav och den antogs inte féoranleda anvandning av koordinater eller begreppet

lutning hos en graf.
Pa bilden ser du en droppase. Den anvands inom %
sjukvarden for att ge t ex medicin eller naring till
patienter. Det ges i vatskeform direkt till blodet.

Man kan stalla in hur snabbt man vill att det ska {
droppa beroende pa patientens behov och sedan & '\
droppar vdtskan lika snabbt dnda tills pasen ar &”L
tom. S
Droppase A Droppase B
! -

— R

I

Droppdse A innehdller 50 ml vitska Droppdse B innehdller 30 ml vitska
och pdsen blir tom pd 80 sekunder. och pdsen blir tom pd@ 50 sekunder.

a. Ur vilken pase droppar vatskan snabbast? Redovisa dina tankar.

b. Hur snabbt droppar vatskan ur den pasen? Redovisa dina tankar.

Figur 1. Uppgifterna vars elevlésningar har analyserats i denna studie. Uppgift a efterfragar en jam-
forelse och uppgift b efterfragar ett vdrde. “Snabbast” och “hur snabbt” anvdnds istdllet fér direkta
ord som ‘takt’eller ‘hastighet’.
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Analysen genomfordes i tre delar. I den forsta analyserades elevernas sitt att rela-
tera de tva storheterna i den jamforande uppgiften. Har identifierades forst de 16s-
ningar dar ett varde pa férandringstakten for vitskevolymen i varje pdse beraknades,
och sedan jamfordes. Sddana l6sningar utgor en av kategorierna (kategori 5). Sedan
granskades andra typer av losningar som eleverna anvant. Detta steg innebar upp-
repade genomlasningar och granskning av de olika satt pa vilka eleverna relaterat
storheterna volym och tid. Detta 1ag till grund for var kategorisering. Aven om det
naturligtvis inte ar irrelevant om en elev vdljer korrekt pase (A) eller inte, sd var inte
detta vart fokus i analysen. Som en konsekvens kan alltsd l6sningar med saval kor-
rekt som felaktigt svar till uppgift a finnas representerade i samma kategori. Katego-
riseringen gjordes efter upprepade samrad och diskussioner mellan saval forfattarna
som tvd av de larare som undervisade eleverna. Baserat pa vilken underliggande prin-
cip som anvants for att relatera storheterna véxte ytterligare fyra kategorier fram. I
analysens andra steg fokuserade vi pa hur eleverna valt att uttrycka sitt svar (som ett
forhallande eller som en takt) till den véirderande fragan. For att avgéra om eleven ut-
tryckt ett forhallande eller en takt forlitade vi oss pa vara definitioner av forhallande
som en multiplikativ jamforelse av tva (extensiva) storheter och takt som en intensiv
storhet med syfte att kvantifiera en sddan jamforelse. Till exempel uttrycker 0,625
ml/s dropptakten for en pase, medan forhallandet 50 ml/8o s relaterar volymen 50 ml
till tiden 8o s multiplikativt. Vi var medvetna om utmaningen som ligger i att tolka
elevers 16sningar. Medan ett uttryck av en takt (till exempel 0,625 ml/s) tyder pa att
eleven haft intentionen att mata intensiteten i jamforelsen sa kan ocksa en elev som
uttrycker ett forhdllande (50 ml/80 s) ha denna intention. Vi ser dock en kvot med en
sammansatt enhet som en starkare indikation pad att eleven forsokt att ge jamforelsen
ett varde och dirmed behandlar den som en intensiv storhet som kan kvantifieras. I
det sista steget av analysen kopplades resultaten fran de tva forsta stegen samman.
For varje elev jamfordes hur storheterna relaterats i den jamforande uppgiften med
hur de uttryckts (som takt eller forhdllande) i den varderande uppgiften. I denna del
av analysen riktade vi fokus mot den andra forskningsfragan. Vi ville urskilja om den
varderande fragestallningen kunde paverka hur elever relaterade storheterna och de-
ras anvandning av forandringstakt jamfort med i den jamforande fragestallningen.

Resultat

[ detta avsnitt presenterar vi resultaten av de tre delanalyserna. Forst beskriver vi de
olika kategorierna for hur eleverna relaterade de tva storheterna volym och tid i den
jamforande uppgiften. Vi visar vad som karaktariserar, och bredden inom, respek-
tive kategori. Darefter ger vi exempel pa hur eleverna i sitt svar till den varderande
uppgiften uttryckt relationen mellan storheterna pa olika satt. Till sist redovisas hur
eleverna uttryckt relationen i den varderande uppgiften kopplat till hur de relaterat
storheterna i den jamforande uppgiften.

Elevernas losningar till den jimforande uppgiften
Tio av de 69 eleverna redovisade ingen klar jamforelse mellan droppdsarna i den
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jamforande uppgiften. Fran analysen av de dterstdende 59 elevlosningarna vaxte fem
kvalitativt skilda kategorier fram. I f6ljande avsnitt beskriver vi respektive kategori
och ger exempel pa elevlosningar.

Kategori 1: Jamforelser inom en storhet

Aven om tv3 storheter finns med i uppgiften tar fem lésningar fasta endast pa en av
dem - antingen volym eller tid. Tva exempel pa sddana l6sningar visasi figur 2. I figur
2a anvands endast tid och 16sningen bygger pa att ju kortare tid det tar att témma pa-
sen desto snabbare toms den. P4 samma satt, men utifrdn den andra storheten, visar
figur 2b en l6sning dar pasarnas skillnad i volym anvands som argument for varfor
vdtskan droppar snabbare fran en av pasarna. Losningarna i kategorin bygger pa en
storleksjamforelse (storre dn eller mindre dn).

(a)

(4 O\) DwF?ééc R o\mﬂmr snabbast. Fd~ x4
T [dem Blic  tor pd SO sekuncler ok
o?roypcxsehAé_ Bir tony b 80 sewunden

I, W O e e
7 00 {yor 0BG UrereqSE A Oupear

L ondbbast A8 dok de TNor ral b

i ] i | i | |
I i L e i a2 . e

| éjmbod&: D adh i darmed [Wov 0
mmdc‘d;;a%%\is\qu e || ]|

Figur 2. Tvd elevlosningar ur kategori 1. Endast en storhet anvinds i respektive l6sning: i (a) endast
tid och i (b) endast volym.

Losningarna i denna kategori, speciellt nar tid ar den enda storheten som l6sningen
fokuserar pd, skulle kunna tolkas som om att eleven forstatt fragestallningen som
vilken av pdsarna som toms forst, istallet for snabbast. Ett ensidigt fokus pa volym,
som i figur 2b, skulle ocksad kunna tolkas som att eleven antagit att pdsarna toms pa
samma tid. Oavsett vilket visar dessa l6sningar att den jamférande fragan inte auto-
matiskt leder till att eleverna uppmarksammar hur storheterna samvarierar.

Kategori 2: Jamforelser inom varje storhet

[ sju fall anvands bagge storheterna i 16sningen, fastan separat. I dessa sju l6sningar,
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kategori 2, verkar nagra jamforelser mellan storheterna inte forekomma, se figur 3.

(a)

LN ] AR | Jad A |
2a) Deorpase T wlicrss
T Findfe  Vallske  Shwn
o eth— 4t tar wortare

-
o

S SN EP R

Lot SR B b

9

138 %5
NS
4

(b)
b | |
Phse O ] Phot @
Soam) 9l 0 ml
RO sek 80sc SO gek

SUATRL: RASARNA  DROPPAL LikA SOATKT -

Figur 3. Tvd elevldsningar med jamférelser inom varje storhet.

[ dessa losningar jamfors tiden det tar att tomma droppdse A med tiden for pase B och
pasarnas volym jamfors ocksd. Resonemanget i figur 3a gar ut pa att eftersom bade
volymen och tiden associerad till pdse B ar mindre an for pase A sa toms pdse B snab-
bare. Trots en oklart underbyggd slutsats i figur 3b ar skillnaderna i volym och tid
tydligt och separat antecknade, men de ar inte uttryckligen relaterade till varandra. I
dessa exempel ar alla jamforelser inom varje storhet, och verkar vara additiva. Volym
och tid sammanfors inte i ndgra berakningar.

Kategori 3: Additiva jamférelser mellan storheter

I data fann vi ocksa fyra l6sningar som visar elevresonemang baserade pa additiva
jamforelser mellan storheterna. Sdval i kategori 2 som i kategori 3 ar alltsd numeriska
skillnader i bada storheterna centrala. I kategori 3 genomfors dock jamforelserna mel-
lan de bada storheterna medan de i kategori 2 sker inom respektive storhet. Figur 4
visar tva l6sningar ur denna kategori.

I bdda 16sningarna berdknas skillnaden mellan tid och volym for varje pase. Daref-
ter jamfors de bdda skillnaderna, och en av pasarna valjs. Losningar i denna kategori
tar inte hansyn till att mattenheter blandas. I exemplen i figur 4 berdknas en skillnad
for varje pase genom att subtrahera antalet milliliter fran antalet sekunder. En sadan
numerisk skillnad har ingen uppenbar mening och som en konsekvens ter sig slut-
satserna godtyckliga. Trots att I6sningarna i figur 4 relaterar storheterna pa samma
satt ar de slutsatser som dras olika. Till skillnad fran kategorierna 1 och 2 uppvisar
elevernas tillvagagdngssatt i kategori 3 tvd likheter med forhdllande och takt; bada
storheterna anvands och relateras till varandra separat for varje pase, men det sker
genom additiva jamforelser - inte multiplikativa.

51



52 FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE 2018:2 VOL. 6

Hakansson & Gunnarsson

(b)
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Figur 4. Tva losningar ur kategori 3 — additiva jimférelser mellan storheter. Samma numeriska skill-
nader anvinds i bdde (4a) och (4b), men slutsatserna fran dessa dr olika.

Kategori 4: Multiplikativa jamforelser mellan storheter — forhallanden anvands

De 17 I6sningarna i kategori 4 bygger pa att forhallanden (formellt eller informellt)
konstrueras och pd att ett proportionellt resonemang anvands. Multiplikativa jam-
forelser ar centrala i 16sningarna samtidigt som begreppet takt inte anvands. Genom
att skala upp (eller ned) vardena for volym och tid antas en av storheterna vara lika
for de bada droppasarna. Darefter jamfors vardet for den andra storheten mellan pa-
sarna, vilket leder fram till en slutsats. Figur 5 visar en sddan 16sning. Aven om en for-
mell notation inte anvands skalas forhallandet mellan volym och tid upp och volymen
antas pa sd satt vara lika stor for de bada pasarna. En sddan strategi later alltsa eleven
dra en slutsats genom att endast jamfora tiden det tar for samma volym att droppa ur
respektive pase.
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Figur 5. En l6sning som bygger pa att férhallanden mellan volym och tid skalas om. Fér samma
volym, 300 ml, jamfors sedan de motsvarande tider det tar att tomma denna volym ur de bada
pdsarna.

Alla I6sningar i kategori 4 bygger pa att forhallanden skalas om for att nd ett gemen-
samt vdrde pd en av storheterna. I figur 5 anvands multiplikation, men ett sddant
gemensamt varde kan ocksd nds via division, som i exemplet i figur 6.
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Figur 6. Ett gemensamt vdirde for volymen i de tvd pdsarna nds genom ett proportionellt resone-
mang, och tiden det tar fér volymen 1 ml att droppa ur varje pdse jamférs. Jamfort med féregdende
exempel (figur 5) anvédnds hdr division.
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Till skillnad fran losningen i figur 5 ar volymen som nds genom omskalningen inte
bara lika for de bada pasarna, utan precis 1 ml. Begreppet takt (tid per en enhet av
volymen) verkar darfor ligga nara till hands. Ett satt att se pa denna 16sning ar darfor
att takt faktiskt anvinds eftersom det tydligt uttrycks en tid "for 1 ml att rinna”. A
andra sidan anvands ingen sammansatt enhet och vi ser inte att berdkningarna har
genomforts med syftet att skapa en ny intensiv storhet utan snarare for att bibehdlla
forhallandet mellan tiden och volymen, samtidigt som en "gemensam” volym om 1 ml
antas for bdda pasarna. Med andra ord: idén bakom l6sningen verkar fortfarande vara
att jamfora pasarnas olika tider for att tomma en lika stor volym vatska, 1at det vara 1
ml. Idén ar inte att skapa en dropptakt som en ny intensiv storhet for varje pase och
sedan jamfora dessa. Istallet baseras slutsatsen pa en jamforelse av pasarnas tider for
en specifik volym vatska.

Kategori 5: Multiplikativa jamforelser mellan storheter — takt anvands

[ dessa 26 16sningar konstrueras, berdknas och jamfors, takterna med vilka vatskan
droppar ur respektive pase. Liksom i kategori 4 relateras volym och tid multiplikativt
for varje pase, men har anvands alltsa ocksa en ny, intensiv, storhet med en samman-
satt enhet (ml/s eller s/ml), se figur 7.
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Figur 7. Ett exempel pd en [6sning ddr dropptakten fér varje pase berdknas och jamfors.

[ detta exempel mynnar de genomférda divisionerna inte ut i omskalning av forhal-
landen. Istdllet anvands en ny storhet i vilken dropptakten for respektive pase ut-
trycks. Pasarnas dropptakter jamfors sedan additivt. Det dr endast i denna kategori
vi finner l6sningar dar takten med vilken vatskan droppar anvands for att gora jam-
forelsen mellan pasarna. I exemplet i figur 7 ar detta mycket tydligt da eleven ocksa
visar hur stor skillnaden i dropptakt ar (0,025 ml/s).

Men vi finner ocksad exempel dar taktbegreppet inte syns lika framtradande, se fi-
gur 8, men dar dnda en ny enhet ("ml i sekunden”) har bildats. En gemensam tid f6r
pasarna, en sekund, ar tydligt uttryckt i jamforelsen. Det skulle kunna peka pa att
eleven tanker sig en storhet (tid) som lika stor (1 s) fér badda pasarna, medan endast
den andra storheten (volym) jamfo6rs. En sadan strategi skulle kvalificera 16sningen
for kategori 4. En blick pa de rakneoperationer som anvands avslojar dock att volym
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och tid for varje enskild pase relateras direkt till varandra (multiplikativt) genom
en division. Ndgon omskalning av forhallanden finns alltsa inte i l6sningen. Istdllet
tilldelas genom divisionen en lika del av vatskevolymen till varje sekund och resulta-
ten av de bdda divisionerna jamfors. Darfor ansdgs 10sningen tillhora kategori 5 dar
begreppet takt anvands. En sammansatt enhet ar inte formellt uttryckt men kan anas
bakom "I den andra pasen kommer det ut 0,60 ml i sekunden” (var kursivering).
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Figur 8. Dropptakten fér varje pése berdknas och jamfors.

Sammanfattningsvis uppvisar elevernas losningar till den jamférande uppgiften en
bredd av fem kvalitativt skilda kategorier. Losningar i en kategori (1) tar hansyn till
endast en av storheterna, och 16sningar i fyra av kategorierna (2-5) beaktar bada stor-
heterna i uppgiften. Dessa fyra kategorier visar variationer som ror hur storheterna
relateras; jamforelserna ar storleksmadssiga, additiva eller multiplikativa, och jamfo-
relserna sker inom eller mellan de olika storheterna. Utfallsrummets bredd visar att
det i en jamforande uppgift inte ar trivialt for elever att anvanda varken multiplikativa
jamforelser, eller att gora jamforelser mellan olika storheter. Losningarna i kategori 4
visar att dven om storheterna relateras multiplikativt till varandra sa innebar det inte
att begreppet forandringstakt faktiskt anvands eftersom sadana l6sningar visade sig
istallet kunna bygga pa omskalningar av férhdllanden. Det betyder att eleverna inte
nodvandigtvis anvander begreppet takt i en uppgift dar just takterna hos tva skeen-
den ska jamforas.

Elevernas losningar till den varderande uppgiften

Den varderande uppgiften efterfragar ett véirde pa takten, men utan att ndimna ordet
takt, se figur 1. I data fann vi tva tydligt olika satt att uttrycka hur snabbt vatskan
droppade ur pdsen; med ett férhdllande, och med en takt. Ett uttryck med en multip-
likativ jamforelse mellan tva varden av olika storheter, betraktades som ett forhdl-
lande. En takt, & andra sidan, innebar ett uttryck med ett enda varde som beskriver
intensiteten hos den multiplikativa jamf6relsen. Figur ga och gb visar exempel pa
respektive uttryck.
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Figur 9. Tvd olika sdtt att uttrycka hur snabbt vitskan droppade ur pdsen. | (a) uttrycks ett forhallan-
de med en multiplikativ jimféorelse medan (b) uttrycker en takt med ett vdrde fér en intensiv storhet
med en sammansatt enhet.

[ bada exemplen i figur 9 ar volym och tid multiplikativt relaterade. I det forsta ex-
emplet (a) relateras de specifika vatskemangderna 50 ml och 6,25 ml till de specifika
tiderna 8o s respektive 10 s. I det andra exemplet (b) anvands ett enda varde for en
intensiv storhet som ar oberoende av en specifik vatskemangd eller tid. Som en kon-
sekvens anvands ocksd en sammansatt enhet.

Elevers losningar till de bada uppgifterna i relation till varandra

[ detta avsnitt jamfor vi hur elever med l6sningar i de olika kategorierna for den jam-
forande uppgiften besvarade den varderande uppgiften. Alla elever som deltog i tes-
tet besvarade inte bada uppgifterna. De flesta av eleverna som deltog i testet gav en
16sning till den jamférande uppgiften (59 av 69 elever) och av dessa 59 besvarade
majoriteten (49 elever) den varderande uppgiften.

Av de elever som anvande taktbegreppet i den jamforande uppgiften (kategori 5) ut-
tryckte ndstan alla (25 av 26 elever) en takt ocksd i den varderande uppgiften. Det dr
ett resultat som ligger i linje med att dessa elever redan har anvant dropptakterna for
att 16sa den jamforande uppgiften. Av de elever som anvande férhdllanden i den jam-
férande uppgiften (kategori 4, 17 elever), uttryckte ungefar en tredjedel (sex elever) en
takt med en sammansatt enhet i den varderande uppgiften, medan tio elever anvan-
de ett (multiplikativt) forhallande. Om eleven i den jamférande uppgiften relaterat
storheterna multiplikativt till varandra (kategori 4 och 5) verkar alltsa en varderande
fraga inte paverka detta. Daremot tycks en varderande fraga kunna paverka hur de re-
dovisar resultatet och leda dessa elever mot att uttrycka en takt som en intensiv stor-
het med en sammansatt enhet, snarare an som ett férhallande mellan tva storheter.

Dessa resultat gar att forsta utifran fragornas karaktar, den jamforande uppgiften
efterfragar inte nagon takt medan den varderande explicit gor det (dven om ordet takt
inte nimns i uppgiften). Atta av de 16 elever som i den jamférande uppgiften relaterat
storheterna enligt kategori 1-3 ger inte nagon l6sning till den varderande uppgiften.
Samtidigt anvander de 6vriga atta eleverna en multiplikativ jamforelse i sin 16sning
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till den varderande uppgiften, och de flesta av dem (sex elever) uttrycker en takt.
Dessa elever verkade relatera storheterna additivt (kategori 2 och 3) eller inte alls (ka-
tegori 1) i den jamférande uppgiften men multiplikativt i den varderande uppgiften.
En varderande uppgift verkar alltsa inte bara kunna leda dessa elever till att uttrycka
en takt med en sammansatt enhet utan ocksa till att storheterna relateras multiplika-
tivt. Speciellt noterar vi ocksa att elever som inte relaterade storheterna till varandra
over huvud taget i den jamfoérande uppgiften uttrycker en takt i sin l6sning till den
varderande uppgiften. En storre bendgenhet att uttrycka takt i den varderande upp-
giften syns i alla kategorier av 16sningar till den jamf6rande uppgiften (utom kategori
5, dar takt redan uttrycks). Figur 10 visar tva exempel pa nar elever utvecklar en (stor-
leksmassig) jamforelse i den jamforande uppgiften mot en specifikt multiplikativ i
den varderande uppgiften, och dar férhdllande repektive takt anvands.
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Figur 10. Tvd exempel pa elevlésningar som visar pd storleksmdssiga jimférelser i den jamférande
uppgiften och multiplikativa jamférelser (i (a) uttryckt som ett forhdllande och i (b) uttryckt som en
takt) i den virderande uppgiften.
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[ figur 10a bildas ett forhdllande mellan droppar och sekunder. I den lilla tabellen
verkar varje sex droppar paras ihop med var sin lika stor tidsrymd om tio sekunder.
Totalt noteras fem sddana par vilket innebdr 30 droppar och 50 sekunder. Saledes
syns har ett byte fran den storleksmadssiga jamforelsen, uttryckt som "mindre vatska”
och ”kortare tid” i den jamforande uppgiften, till en specifikt multiplikativ jamfo-
relse, "den droppar 6 droppar pa 10 sek”, i den varderande uppgiften. Exemplet i figur
10b visar pd ett motsvarande byte, men har fran en jamfoérelse inom en enda storhet
till en multiplikativ jamforelse mellan de bada storheterna. Har uttrycks ocksa takten
som en intensiv storhet med den sammansatta enheten sekunder per milliliter, aven
om dess invers (milliliter per sekund) kan verka mer intuitiv.

Sammanfattningsvis tyder data pd att kvalitativt olika fragestallningar har bety-
delse for om elever relaterar storheterna additivt eller multiplikativt. En varderande
fragestdllning verkar, i storre utstrackning dn en jamfoérande, kunna leda dels till
att elever relaterar storheterna multiplikativt till varandra, dels till att relationen ut-
trycks som en takt.

Diskussion

Trots att den jamforande uppgiften ar sluten, med endast ett korrekt svar, visar re-
sultatet en rik variation i elevernas satt att relatera, eller inte relatera, storheterna
till varandra. I detta avsnitt jamfor vi forst de kategorier dar storheterna relateras till
varandra utifrdn tre aspekter som tidigare forskning pekat ut som centrala nar det
galler att forsta begreppet forandringstakt. Darefter diskuterar vi de olika fragestall-
ningarna i relation till undervisning och fortsatt larande.

Hur eleverna relaterat storheterna i forhallande till de tre centrala aspekterna

Kategori 3, Additiva jamforelser mellan storheter, ar den forsta kategorin som mojligen
involverar samvariation. Vi anvander ordet mojligen darfor att dven om uppgiften, i
en larares 6gon, handlar om tva samvarierande variabler sa vet vi inte om den uppfat-
tas sa av eleverna. En forandring i en storhet relateras dock till en forandring i den
andra storheten i samtliga I6sningar i kategori 3. Aven om jimforelsen dr additiv,
bildar eleverna nagon form av matt for respektive pase. Att sddana matt anvands som
skal for att valja endera pasen bygger pa antagandet att matten verkligen kan variera
mellan olika pasar. Darfor omfattar kategorin den aspekt om variation som tidigare
framforts av Confrey och Smith (1994). Trots avsaknaden av en formell férandrings-
takt bygger 16sningarna alltsa p4 att det som istallet anvands (en additiv jamforelse) i
sig sjdlv kan variera. Denna aspekt finns av samma skal ocksa representerad i kategori
4 och 5. I kategori 4, Multiplikativa jimforelser mellan storheter — forhdllanden an-
vinds, bygger l6sningarna pa en omskalning sd att antingen volym eller tid antas lika
for de bada pasarna. En sadan omskalning bygger pa forestallningen, eller insikten,
att olika forhdllanden ger samma resultat. Detta ar precis vad Kaput och West (1994)
hanvisar till som den aspekt av forandringstakt de kallar homogenitet, det vill sdga
att olika forhdllanden ar likvardiga for en given takt. Ytterligare en aspekt av forand-
ringstakt, att takten dr en egen intensiv storhet i sig sjdlv och dirmed har en egen
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(om sd sammansatt) enhet, syns dock inte férran i de I6sningar som utg6r kategori 5,
Multiplikativa jamforelser mellan kvantiteter — takt anvdinds. 1 dessa losningar bildar
eleverna en ny storhet for att ange intensiteten hos férhallandet (till exempel 0,625
ml/s) som kan flyttas ut ur en specifik situation (en av pasarna) och jamforas med
sin motsvarighet i en annan situation (den andra pasen). Har sker alltsd sjalva jamfo-
relsen mellan hur snabbt vatskemdngden i pasarna férandras oberoende av specifik
vatskemdngd och tid, alltsa utifran férandringens intensitet. Som vi ser det svarar en
sadan intensiv storhet mot Thompsons (1994) abstraherade konstanta forhallande.

Eleverna loser alltsa den jamférande uppgiften pa en mangd olika satt. De enklaste
satten (kategorierna 1 och 2) omfattar inte nagon aspekt av forandringstakt medan de
mest avancerade satten (kategori 5) omfattar alla tre aspekterna - variation som en
egen storhet (Confrey och Smith), homogenitet (Kaput och West) och den "intensivi-
tet” som ett abstraherat, konstant férhallande (Thompson) innebar. Det har nyligen
papekats att ett samvarierande perspektiv inte ar tillrackligt for att nd begreppet takt
(Thompson & Carlson, 2017). Vi skulle alltsa vilja g ett steg langre och menar att
variation, homogenitet och intensivitet, ar centrala aspekter for att kunna anvanda
begreppet. Darfor ar det endast de 16sningar som bildar kategori 5 som kan anses
verkligen anvanda sig av begreppet forandringstakt, se tabell 1.

Aspekter

Kan variera som en egen Ett abstraherat konstant
Typ av relation mellan storhet Homogenitet forhallande
storheterna (Confrey & Smith, 1994) (Kaput & West, 1994) (Thompson, 1994)
Kategori 3
Additiva jamforelser X
mellan storheter
Kategori 4
Multiplikativa jamforelser, X X
forhallanden anviinds
Kategori 5
Multiplikativa jamforelser X X X
takt anvdinds

Tabell 1. Elevernas olika scitt att relatera storheterna i den jdmférande uppgiften, utifran tre aspek-
ter som hdvdats centrala for fordndringstakt.

Samtidigt har vi i studien sett att det finns elever som l6ser den jamférande uppgiften
pa ett korrekt sitt men dar I6sningen inte omfattar alla tre aspekter av begreppet. Sa
om vi nu vander fokus mot betydelsen av uppgifternas olika fragestallningar for un-
dervisning och larande sd menar vi att en korrekt 16sning till en jamférande uppgift
inte nodvandigtvis behover vara sprungen ur en djup forstaelse for forandringstakt
som begrepp. Trots att uppgiften ur ett lararperspektiv nog kan uppfattas som tyd-
ligt inriktad mot att jaimfora tva forandringstakter ser vi att elever l6ser den korrekt
utan att egentligen anvdnda just begreppet forandringstakt. Detta dr ndgot larare kan
anvanda som en indikation pd om eleverna ser forandringstakt som nagot som kan
anvandas for att kvantifiera intensiteten i forhallandet mellan storheterna.
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Det rika utfallsrummet av l16sningar visar att en jamforande uppgift ocksa kan an-
vandas for att ge lararen annan vardefull information. Det kan rora hur eleverna re-
laterar storheter till varandra eller vilka aspekter de verkar associera med begreppet
forandringstakt. Sddan information kan anvandas i formativt syfte (Black & Wiliam,
1998) och alltsa bidra till att utforma undervisningen sa att den battre svarar mot de
aktuella elevernas behov.

Fragestdllningarnas anvdndning i undervisning och for ldrande
Som Ayalon m.fl. (2015) visat, kan olika fragestallningar i uppgifter om férandrings-
takt fa elever att svara snabbt och oreflekterat eller med mer eftertanke. I var studie
verkar olika fragestallningar ocksa paverka hur eleverna relaterar de samvarierande
storheterna. En varderande uppgift kan medfora att elever relaterar storheterna mul-
tiplikativt och uttrycker relationen som en takt trots att de tidigare relaterat dem
additivt eller inte alls. Darfor kan man naturligtvis argumentera for att varderande
fragor ar att foredra i undervisningen, speciellt dd en jamférande fraga kan 16sas kor-
rekt utan att eleven egentligen kommer i kontakt med taktbegreppet. A andra sidan
kan den numeriska operationen (division) som leder till ett varde pa férandringstak-
ten genomfOras utan att eleverna tanker sig att ndgot ska kvantifieras, och ar alltsa
inte nodvandigtvis ocksa en kvantitativ operation (Thompson, 2011). Elever kan alltsa
16sa en varderande uppgift numeriskt utan att kvantifiera, eller berdkna intensiteten
av, forhallandet mellan storheterna. Men att upptdcka just detta ar ett exempel pa
vad vi menar att ldrare kan anvanda jamforande uppgifter om foérandringstakt till.
Vi foreslar darfor att de bada typerna av uppgifter som diskuteras i denna artikel
kompletterar varandra och kan tjana olika syften i undervisning om forandringstakt.
Forandringar i tvd samvarierande variabler kan uppfattas som stegvisa (diskreta) el-
ler mjuka (kontinuerliga). Tidigare studier har visat att det senare verkar vara grund-
laggande for att utveckla forstaelse for forandringstakt, gransvarde, derivering och
andra begrepp centrala inom matematisk analys (Castillo-Garsow, Johnson & Moore,
2013). Johnson (2015) menar ocksa att en sddan uppfattning hos elever har ett sam-
band med deras anvandning av en intensiv storhet for att kvantifiera forandringstakt,
och lyfter frigan om hur elever kan uppmuntras att anvdanda intensiva storheter. Re-
sultaten i denna studie indikerar att uppgifter som efterfragar ett virde mgjligen kan
paverka elever i denna riktning, och att jaimforande uppgifter kan anviandas av larare
for att upptdcka elevers bendgenhet att uttrycka takt som en intensiv storhet.
Férmodligen arbetade eleverna med den jamforande uppgiften innan de arbetade
med den varderande. Det ar ju dock inget vi kdnner till, aven om vi inte finner nagot
i elevernas losningar som tyder pd motsatsen. Man kan spekulera i vad som hiant om
de olika typerna av uppgifter placerats i omvand ordning; en varderande uppgift forst
och dadrefter en jamforande. Det ar mojligt att eleverna da i storre utstrackning skulle
ha anvant en intensiv storhet i en jamforande uppgift. Vi menar dock att en omvand
ordning skulle medf6ra en annan innebord av uppgifterna. Det skulle alltsd kunna
vara problematiskt att undersoka hur olika fragestallningar paverkar elevers satt att
relatera storheter om fragestallningarnas ordning varierar.
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Tidigare studier har visat pa betydelsen av olika kontexter och representationer for
elevers uppfattningar av forandringstakt (Herbert & Pierce, 2011; Johnson m.fl., 2017).
[ denna artikel har vi forsokt att beskriva hur ocksa olika fragestallningar kan paverka
hur eleverna hanterar begreppet. Resultatet visar pa att jimférande och varderande
fragestallningar i uppgifter kan anvandas av larare for olika syften i undervisningen.
Jamforande uppgifter kan anvdndas for att skaffa information om hur eleverna rela-
terar samvarierande storheter och vilka aspekter av forandringstakt eleverna verkar
ha urskiljt och anvinder. Aven om virderande fragor inte ar lika informativa, verkar
de kunna anvandas for att sporra elever till att se den multiplikativa jamforelse, eller
det forhdllande, som begreppet forandringstakt uttrycker intensiteten av. Pa dessa
vis kan studien bidra till att ldrares bild av hur eleverna uppfattar taktbegreppet blir
mer detaljerad och att ldrare ges battre mdjligheter att anvanda olika typer av frige-
stallningar pd ett medvetet och kraftfullt sdtt i undervisningen om férandringstakt.
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