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"Det brukar vara sa har langt

En jamforande studie om kritiska drag for elevers
uppfattning av tallinjen

M Bjork & G Pettersson Berggren

Hur elever i dr 2 uppfattar och anvdinder tallinjen som redskap har undersékts i en
Learning study. For att kunna hantera tallinjen som redskap i matematiskt tdnkande
behéver eleverna, i enlighet med ett variationsteoretiskt sdtt att se pd lidrande, urskilja
vad som dr specifikt for denna representationsform av talsystemet. Kritiska aspekter

i andra studier med liknande ldrandeobjekt har beaktats vid utformandet av fortest

i denna studie. Dessa aspekter har ocksd kompletterat och fordjupat analysen av
resultaten.

Studiens resultat 6verensstdmmer i stora delar med vad som framkommit i andra
Learning study. Det pekar pa vikten av att elever har forstdelse for att tallinjen kan ha
olika omfdng, sambandet mellan virde och avstdnd, att det behévs tvd referenspunkter
for att kunna placera ett tredje tal, alltsd bestimma tallinjens skala, samt hur del och
helhet forhdaller sig till varandra. Resultaten diskuteras i férhdllande till tidigare Lear-
ning study samt i relation till vad vi ser som intressant ur ett undervisningsperspektiv.
Studien har genomforts av matematikldrare vid Sjéstadsskolan i Stockholm, som en del
i ett FoU-projekt i samarbete mellan Stockholms stad och Stockholms universitet.
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Introduktion

SVENSKA ELEVERS RESULTAT i matematik har enligt internationella matningar for-
samrats under ett flertal &r (Mullis m.fl. 2012; Skolverket, 2013). Detta har foranlett
satsningar i form av utvecklingsprojekt och fortbildningsinsatser inom matematik-
omrddet pa bade nationell och kommunal niva. Learning study ar en larardriven mo-
dell som erbjuder en majlighet for larare att systematiskt utforska den egna verksam-
heten for att producera ny kunskap (Carlgren, 2012). Sjostadsskolan genomfor sedan
2010 en Learning study i matematik varje termin som ett led i den kollegiala utveck-
lingen av undervisningen. I dessa studier har man i viss man tagit del av andra skolors
studier men inte systematiskt anvant dessa resultat vid nya studier. I de studier som
finns rapporterade har det heller inte framgatt att man tagit stod i tidigare studier vid
inventering av mdjliga kritiska aspekter.

I en studie i skolar 7 (Bergman m.fl., 2010) dar syftet var att utveckla undervis-
ningen av subtraktion med negativa tal, uppmarksammades att de elever som kunde
anvanda en tallinje for att visualisera berdkningar, ldttare kunde genomf6ra subtrak-
tioner med negativa tal. Lararna upptackte ocksa att eleverna inte fullt ut beharskade
tallinjen som redskap for att jamfora och gora enkla berakningar med negativa tal. I
undervisningen anvande lararna sig av en tallinje som en konkret bild pd golvet for
att eleverna skulle kunna erfara talens relationer avstandsmassigt kopplade till varde.
Detta kom att bli en utgangspunkt for ett utforskande av hur elever uppfattar och
hanterar tallinjen som representationsform for det decimala talsystemet samt hur
undervisningen i relation till detta kan utvecklas.

I matematikdidaktisk litteratur beskrivs ofta hur konkret, laborativt material kan
anvandas i syfte att synliggora positionernas varden i flersiffriga tal. Exempelvis kan
pengar eller tiobasmaterial i form av hundratalsplattor, tiotalsstavar och entalskuber
eller kolumner dar hundratal, tiotal och ental avlases i féorhallande till varandra, an-
vandas. Syftet ar att eleverna med hjilp av materialet ska utveckla ett abstrakt tan-
kande (Lowing, 2011; Malmer, 2010; McIntosh, 2008). Vi har dock i den egna under-
visningen upplevt att material som dessa kan begransa elevernas forstaelse for hoga
tal, tal i decimalform och negativa tal. Kinard & Kozulin (2012) lyfter fram tallinjen
som ett redskap for begreppsbildning och matematiska resonemang. Foreliggande
studie tar sin utgdngspunkt i hur man skulle kunna undervisa om tallinjen for att
yngre elever ska utveckla en storre forstdelse for det decimala talsystemet samt hur
tal forhaller sig vardemadssigt till varandra.

Representationsformer och tankeredskap
For att underlatta for elever att uppfatta och bearbeta olika matematiska problem
och relationer ar det av betydelse att de ges mojlighet att utveckla sin formdga att
anvanda olika matematiska representationer (Lundberg & Sterner, 2009; McIntosh,
2008; Taflin, 2007). De representationsformer som anvands kan vara konkreta, lo-
giskt/sprakliga, aritmetiska/algebraiska, geometriska och grafiska representations-
former (Taflin, 2007, s 64).

Kinard & Kozulin (2012) anser att matematikundervisningen ofta utgar fran far-
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diga matematiska begrepp och modeller for utrdkningar som eleverna ska lara sig
att tillimpa eller memorera. Abstrakta symboler anvands tidigt och eleverna ges inte
mojligheter att bygga upp en forstdelse for matematiska begrepp eller utveckla ett
matematiskt sprak. Symboler och redskap blir en del av det matematiska innehallet
istallet for en hjalp att resonera och generalisera. Begreppet representation lyfts av
forfattarna fram som en viktig mental procedur fér manniskans utveckling och de
menar att representation av antal med exempelvis fingrar och kulram har paverkat
manniskans matematiska och kognitiva formadga (s 27). Kinard & Kozulin (2012) fore-
drar termen symboliska redskap i stéllet for representation och beskriver hur eleverna
kan utveckla ett fordjupat matematiskt tankande genom att appropriera matematik-
specifika tankeredskap. Exempel pd andra tankeredskap ar positionssystemet, tabel-
len och koordinatsystemet (Kinard & Kozulin, 2012, sid 13). I denna text ansluter vi
oss till Kinard & Kozulins definition av tallinjen som representation och matematik-
specifikt tankeredskap.

Tallinjen i andra studier

Studier som beror barns uppfattningar och hantering av en tallinje med en utveck-
lingspsykologisk ansats, bedomer vi som relevanta ur ett undervisningsperspektiv.
Ndgra av dessa, dar yngre barns larande fokuseras, refereras har nedan.

For att kunna konstruera en forestallning av en tallinje mdste eleven klara att koppla
ihop forstdelse for antal, tal uttryckta sprakligt och symboliskt (siffror) med spatiala
forestallningar och ordinala uttryck (von Aster & Shalev, 2007). Elever i dldrarna 5 till
8 ar visar ofta en uppfattning av tallinjen som logaritmisk. Detta innebar att de pa en
tallinje dar man markerat o och 100 tenderar att placera laga tal med storre avstand
an vad som ar proportionerligt och de hoga talen alltf6r ndra 100. Denna uppfattning
forandras med okad alder till en linjar representation dar talen ar proportionerligt
fordelade med jamna mellanrum (Berteletti m.fl., 2010; Booth & Siegler, 2008). Booth
& Siegler (2008) har, i en studie med elever i de tidiga skolaren, konstaterat att elever
som har en linjar uppfattning, presterar battre pa aritmetiska test an elever med lo-
garitmisk uppfattning. Ramani och Siegler (2008) utgar ifran att en 6kad sikerhet da
det galler linjara representationer tycks spela en central roll vid utvecklingen av nu-
merisk formaga. De visar i en studie hur férskolebarn genom att spela linjara bradspel
under en tvaveckors-period 6kar sina resultat i tester som madter formagan att rakna,
placera ut tal pa en tallinje, jamfora storlek pa tva tal samt att bendmna tal (Ramani
& Siegler, 2008). Aven Ebersbach m.fl. (2008) har studerat hur elever i olika &ldrar
forstar tallinjen. I en studie med cirka 8o elever visade det sig att ett karaktaristiskt
tillvagagdngssatt for elever i tredje skoldret med god matematisk formaga var att dela
in tallinjen i nya, mindre delar for att pd sa sdtt fa fler referenspunkter att forhalla sig
till. Denna strategi kallas "decomposition” (Ebersbach m.fl., 2008).

Kinard & Kozulin (2012) namner ocksa tallinjen som ett av de mest framstdende
matematiska tankeredskapen som eleverna behdver for att organisera och sam-
ordna de matematiska tankesystemen (s. 6). De menar att man bor undervisa om
denna representation av talf6ljd och samband mellan helhet och del, med syfte att
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eleverna ska skapa en inre bild av detta tankeredskap.

Gemensamt for dessa forskningsstudier ar att tallinjen dels kan utgoéra en viktig
representationsform, dels vara ett redskap for matematiskt tankande. Det ar darfor
viktigt att undervisa om tallinjens konstitution i syfte att eleverna ska utveckla kun-
nighet i att anvanda redskapet. Vidare bor eleverna ges mojlighet att utveckla forsta-
else for proportionalitet och férstaelse for forhallandet mellan del och helhet. Aven
att ett givet avstand alltid representerar samma varde oavsett var pd tallinjen det
lases av, ar nodvandig kunskap. Ndgra studier beskriver ocksa hur man kan trana upp
elevers linjara forstaelse.

Tallinjen i tidigare Learning study

Dad viidenna studie ar intresserade av att utforska vilka kritiska drag som kan vara av
betydelse for att elever ska forsta och anvdnda tallinjen har vi forsokt hitta tidigare
Learning study som berdr tallinjen. Andra skolors rapporter har framst sokts i den
bas som finns vid G6teborgs universitet, samt pa plattformen Learningstudy.se. Ett
fatal studier som behandlar tallinjen har varit aktuella som bakgrund.

I en studie i skoldr 6 var avsikten att ge eleverna mojlighet att erfara att det finns
oandligt mdnga decimaltal i ett intervall mellan tva decimaltal (Kullberg, 2004). De
kritiska aspekter som lyftes fram som avgorande var:

* Olika former av rationella tal. Med det menas olika satt att uttrycka deci-
maltalen som i olika brakform och procent.

* Del-helhets forhallandet. Med det menas att man kan ta (andelen) noll
komma nittiosju av (helheten) nagot till exempel linjalen. (Kullberg, 2004)

Tallinjen i form av en meterlinjal, anvindes som redskap i undervisningen for att
synliggora del-helhetsaspekten. Genom att lata langdenheten en meter, utgora hel-
heten och darefter visa delarna i form av decimeter, centimeter och millimeter, kunde
eleverna urskilja denna aspekt. Tal i decimalform och deras placering pa tallinjen
jamfordes med langdenheternas inbordes relation. De elever som erfor de rationella
talens uttryck (decimal-, procent eller brakform) och del-helhets forhallandet samti-
digt, svarade i eftertestet att det finns oandligt manga decimaltal.

I en studie med 42 elever i skoldr 2-3 pa Gransskolan i Haparanda var larandeobjek-
tet att kunna placera ut naturliga tal pd en tallinje, ddr inte alla virden dr markerade och
forsta att virdeskillnaden alltid dr densamma, samt forklara sin strategi for att gora en
korrekt tallinje (Hansson, 2012). Nedan citerade kritiska aspekter behandlades i denna
studie:

* En tallinje ar en linje med tal, ej bara tal som star jamte varandra pa en rad

+ Forsta att pilen pa tallinjen indikerar at vilket hall vardet 6kar

+ Vardeskillnaden och avstdnden mellan markeringarna pa tallinjen maste vara
lika stora

+ Tallinjen kan starta frdn olika varden

+ Tallinjen kan ha olika intervall, vardeskillnaden mellan markeringarna som
till exempel 1, 3, 10, 20 ...
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+ Kunna sdtta ut ratt avstand mellan talen med hjalp av en strategi. Anvanda
mittenvardet mellan forst start- och sluttalet och sedan mellan resterande tal.
(Hansson, 2012)

Att arbete med tallinjen kan ge larare kunskap om elevernas uppfattning av talens
storlek och talens forhdllande till varandra visas i en studie med 78 elever i ar 5 (Bjork
& Pettersson Berggren, 2012). Lirandeobjektet i denna studie formulerades till For-
mdgan att anvdnda tallinjen som ett redskap for att se relationer mellan heltal och deci-
maltal i talomrddet -10 till 100. Foljande kritiska aspekter framkom:

* Nollans funktion som origo

* Hur absoluta och relativa varden skiljer sig at

+ Forhdllandet mellan tva referenspunkter visar tallinjens skala

* Tiondelars forhallande till heltal (Bjork & Pettersson Berggren, 2012)

Elever som inte samtidigt kunde urskilja och anvanda sig av tva referenspunkter hade
svart att placera ut tal korrekt pa en tallinje. I stéllet for att forhalla sig proportio-
nerligt till tvd angivna tal bestimde de sig i stdllet for ett "lagom” avstand for var-
det 1 och borjade vid noll och upprepade steget for att komma till ett 6nskat varde.
Det kritiska draget forhdllandet mellan tva referenspunkter framtradde extra tydligt
da eleverna skulle placera ut tiondelar och hundradelar pa tallinjen. For att eleverna
skulle observera de tva varden som var utsatta, visade det sig effektfullt att variera
referenspunkterna mellan vilka eleverna skulle placera ut tal. Nar eleverna hade upp-
tackt de angivna referenspunkterna var ndsta steg att fa dem att erfara det varde som
avstandet mellan dessa referenspunkter representerade. For att eleverna skulle upp-
fatta forhallandet mellan tva referenspunkter fick de i uppgift att ratta till, ett i for-
hallande till tva andra tal, felaktigt utsatt tal. Referenspunkterna varierades genom
subtraktionsuppgifter (73 -68, 33 —26, 92 -87 och 42 —36) och eleverna fick formulera
uppgifter med samma skillnad.

De tre refererade studierna pekar pa vikten av att eleverna forstar sambandet mel-
lan varde och avstdnd, att tallinjen inte bara ar en talrad utan att varje givet avstand
motsvarar ett bestimt varde. Att eleverna ska forstd att en tallinje kan beskriva olika
delar av talsystemet, exempelvis o till 30, 40 till 100 eller 20 till 70, kan ocksa ses som
betydelsefullt.

Sammanfattningsvis ringar tidigare undersokningar och Learning study in ett in-
tresseomrdde for en praxisndra forskning som drar nytta av larares erfarenheter. Mot
bakgrund av de i artikeln redovisade forsknings- och utvecklingsprojekten, framstar
ett behov av vidare utveckling av undervisning som har till syfte att utveckla forstael-
se for tallinjens egenskaper och funktion som ett redskap for matematiskt tankande.

Syfte och fragestdllningar

Det 6vergripande syftet med denna studie ar att undersoka vad som kan vara av be-
tydelse for yngre barns forstdelse av tallinjen. Fragestallningar for studien formule-
rades enligt nedan:
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* Vad ar kritiskt for yngre elevers forstaelse av hur en tallinje kan vara upp-
byggd?

* Hur kan en undervisning utformas med utgdngspunkt fran variationsteori
for att eleverna ska ges mojlighet att utveckla en forstaelse for tallinjen som
redskap for matematiskt tainkande?

Teori och metod

Variationsteori

[ en Learning study utgdr variationsteori oftast det teoretiska ramverket (Marton,
2005). Variationsteorin, utvecklad under ledning av bland andra Ference Marton, vid
Goteborgs Universitet, ar sprungen ur fenomenografin, (Lo; 2014, Marton & Booth,
2000; Marton & Tsui, 2004). I den fenomenografiska ansatsen utgar intresset fér hur
manniskor erfar fenomen, fran det teoretiska stallningstagandet att individens mgj-
lighet till agerande star i forhdllande till hur han/hon erfar olika fenomen (Marton &
Booth, 2000).

Variationsteoretiska begrepp kan anvandas for att designa undervisning och un-
dersoka hur undervisning kan utformas for att mojliggora larande (Marton & Pang,
2006). I manga didaktiska forskningsstudier har variationsteori ocksd anvants for
att lyfta fram och undersoka variationen i elevers satt att urskilja definierande drag,
exempelvis det "hundiga” hos en hund (jfr Lo, 2014). Utgdngspunkten &r att eleven
maste uppfatta fler kritiska aspekter samtidigt, exempelvis storlek, farg och form for
att forsta ett fenomen. Om vi exempelvis vill lara eleverna att kdnna igen en labrador
maste de ocksa urskilja att det finns olika raser. For att eleverna ska kunna uppfatta
de kritiska dragen liten och mellanstor mdste de ocksa urskilja den kritiska aspekten
storlek.

Nar barn kan urskilja fenomenet “réd” (det kritiska draget) mdste de ocksd ha ur-
skilt ” farg” (den relevanta kritiska aspekten). Det dr omdjligt for ndgon att urskilja
ett kritiskt drag utan att veta vilka kritiska aspekter det hdr draget tillhor. Kritiska
drag och kritiska aspekter dr oskiljbara (Lo, 2014, s 40).

Kritiska drag definieras som detaljer (stor, brun, labrador) som behdver urskiljas for
att uppfatta en specifik egenskap (Lo, 2014). Dessa kritiska drag beskriver vilka var-
den denna egenskap kan anta. Innan vi kan bestdmma hur vi ska undervisa om ett
larandeobjekt maste vi definiera bade aspekter och drag som ar kritiska for den ak-
tuella elevgruppen.

Enligt ett variationsteoretiskt perspektiv ses alltsa undervisning och larande relate-
rade till varandra genom de mojligheter eleverna ges att urskilja monster av variation
hos de drag och aspekter som ar kritiska for forstaelsen av det aktuella ldrandeob-
jektet (Marton, Runesson & Tsui, 2004). Genom att erfara en lamplig variation ar det
mojligt att urskilja aspekter och drag. Med en sddan utgangspunkt blir det naturligt
att vi forhaller oss till hur elever uppfattar kritiska aspekter och drag som ar aktuella
for ett visst larandeobjekt och utforma undervisningen for att den ska ge den effekt
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som vi Onskar. Variationsteorin erbjuder dairmed en vetenskaplig grund dven for de-
sign av lektioner (Lo, 2014).

Studier har visat hur elever vars larare systematiskt och medvetet anvander mons-
ter av variation i undervisningen, lyckas battre dn elever som deltagit i undervisning
dar man inte utformar undervisningen enligt ett medvetet variationsmonster (Lo,
2014). Vid design av undervisning kan monster av variation anvandas for att eleverna
ska ges mojlighet att erfara de kritiska aspekter och drag som ar aktuella for larande-
objektet.

Om ett kritiskt drag for att forsta tallinjen ar forstaelse for att skalan kan definieras
med hjalp av tvd utsatta varden, skulle man exempelvis kunna visa eleverna tva tal-
linjer. Den ena med endast ett tal utsatt och den andra med tva tal (referenspunkter)
utsatta. Om eleverna sedan far uppgiften att placera ut ett bestimt tal pa bagge dessa
linjer skulle en kontrastering av given skala/icke given skala uppsta. Det kritiska dra-
get "skalan faller ut vid jamf6relse av avstandet mellan tva referenspunkter” framtra-
der darmed. Genom att darefter variera skillnaden mellan tva referenspunkter och
lata eleverna placera ut ett tredje tal, kan en generalisering goras av hur avstanden
mellan tal pd en tallinje beror pa skalan, vilken i sin tur faller ut beroende av varde-
skillnaden och avstandet mellan tvd utsatta tal. Denna vardeskillnad kan liknas vid
det enhetsintervall som Kilhamn (2014) beskriver som en av tallinjens egenskaper.
Storre intervall pa en tallinje byggs upp av det avstand som vi definierar som en hel
(avstandet mellan o och 1). Detta enhetsintervall kan antingen multipliceras eller de-
las upp proportionerligt mot enhetsavstandet (Kilhamn, 2014) .

Vid en undervisning som bygger pa ett variationsteoretiskt larandeperspektiv kan
ocksa elevers felaktiga uppfattningar, som kommer till uttryck i klassrummet anvan-
das for att kontrastera, och dairmed framhava de kritiska drag som man vill att elev-
erna ska uppfatta. For att behdrska ett larandeobjekt kravs det ofta att individen ar
medveten om och kan hantera fler kritiska drag samtidigt och dven forsta hur dessa
relaterar till varandra. Genom ett monster av variation dar man samtidigt varierar
fler av de kritiska dragen, mdjliggér man for eleverna att erfara och forhalla sig till
dessa samtidigt.

I de Learning study vi refererar till, anvands inte begreppet kritiska drag utan en-
dast kritisk aspekt. I det foljande sarskiljer vi dock de bada begreppen. For vidare las-
ning om dessa rekommenderas den svenska 6versdttningen av boken Variationsteori
— for battre undervisning och larande (Lo, 2014).

Metod
En Learning study har genomforts av fyra matematiklarare och studiens tva forfat-
tare. Tre forsokslektioner har genomforts enligt den cykliska process som modellen
foreskriver. I avsnittet om Genomforande och resultat kan man folja de olika steg som
tagits for att forbattra undervisningen kring det valda larandeobjektet. For vidare
lasning om Learning study och variationsteorin rekommenderas Lo (2014), Maunula,
Magnusson och Echevarria (2011) och Holmgvist (2006).

[ utforskandet av det aktuella larandeobjektet har tidigare studier och forskningsar-
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tiklar inventerats i syfte att utrona vilka kritiska drag och aspekter som skulle kunna
vara aktuella dven for vara elever. Tillsammans med deltagande larare har ett fortest
utformats for att prova vilka aspekter som var kritiska for den aktuella elevgruppen
i relation till det avgransade larandeobjektet. Larare och handledare har last tidigare
studier och utgdtt fran bade dari beskrivna kritiska aspekter, egna erfarenheter samt
kunskaper om den aktuella elevgruppen vid utformandet av detta fortest. Vid plane-
ring av lektionerna har resultaten pa fortestet anvants for att bestamma vilka kritiska
drag som behovde synliggoras. Lektionerna har planerats med utgangspunkt fran att
dessa kritiska drag skulle varieras for att synliggoras. Elevernas utsagor har vidare
analyserats genom videofilmning, ljudupptagning, intervjuer och skriftliga tester
bade fore och efter de undervisningstillfdllen som planerats enligt Learning study-
processen. Analys av filmmaterial, for- och eftertester samt planering av lektionerna
har gjorts tillsammans med den aktuella larargrupp som deltog i studien. Varje ldrare
har dgnat cirka 25 timmar at detta gemensamma arbete, under terminen.

Genomforande och resultat

Studien gjordes i skoldr 2 med 50 elever hostterminen 2013. Larandeobjektet formu-
lerades som formdgan att uttrycka heltalsvdrden i talomrddet o-100 med hjdlp av den
grafiska representationsformen tallinje. Eleverna hade tidigare mott och arbetat med
tallinjer i laromedel och annan undervisning.

For att kunna utforma ett fortest gjordes en innehallslig analys av larandeobjektet,
vad man kan nar man kan forsta och anvanda tallinjen. En inventering av lararnas er-
farenheter jamfordes med andra studiers resultat for att utréna vad som skulle kunna
vara kritiskt for elevernas forstdelse. Detta gav vid handen att férhdllandet mellan
vdrde och avstdnd ar centralt, till exempel att en punkt pa tallinjen bade representerar
ett tal i forhdllande till andra tal och samtidigt ett varde, samt att ett avstand mot-
svaras av en vardeskillnad. Det innebar ocksa en insikt om att tallinjen kan hanteras
pa annat satt an talramsan, ndmligen att den ar anpassningsbar vad galler talomfdng,
langd och avstand mellan markeringar, man kan sjalv vélja vilken del av tallinjen som
visas och i vilken skala, det vill sdga talomfdng kan varieras beroende pa uppgift. Med
talomfing menas har den del av en tallinje som begransas av de ldgsta och hogsta
markerade talen. Talomrade anvands ofta i laromedel for att ange en viss mangd av
tal, mellan vilka undervisningen sker, exempelvis 0-10, 0-100. I denna text anvands
begreppet pa det viset, alltsa for att ange de lagsta och hogsta tal som eleverna for-
vantas uppfatta och hantera.

Vi diskuterade erfarenheter av elevers uppfattning om att det finns en redan pa
forhand bestamd steglangd och att en tallinje alltid startar vid noll. I Gransskolans
studie i ar 2-3 (Hansson, 2012) beskrivs liknande erfarenheter, det ar av vikt att elever
uppfattar att tallinjens intervall kan vara olika stora. Aster och Shalev (2007) skriver
ocksd om vikten av att forstd sambandet mellan varde och avstand. Hari ingdr for-
staelsen for en linjar representation av varden, tallinjen ar inte bara talramsan pa en
linje, "ej bara tal som stdr jamte varandra pa en rad” (Hansson, 2012).

[ fortestet fick eleverna i uppgift att satta ut tal pa tallinjer med olika startpunkter
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och talomfdng i talomrddet o-100. Nagra uppgifter bestod i att férklara vad som var
fel och varfor samt att avgora vad som behovs for att kunna sdtta ut ett tal dar bara
en punkt var markerad. Med detta ville vi prova de formodade kritiska dragen forhdl-
landet mellan vdrde och avstdnd och olika talomfdng och ldngd.

Analys av fortest och ndgra intervjuer visade att manga av elever hade uppfattning-
en att det finns ett "lagom langt steg” mellan tva heltal, ett fixt avstind. De stegar
med fingret eller pennan fran det ldgsta talet och tar inte hansyn till de hogre tal som
finns till hoger. Vi fann det vara kritiskt att det finns ett samband mellan virdeskillnad
och avstdndsskillnad pa tallinjen. En del elever ser lasriktningen som en riktning dven
for arbetet med uppgiften, de har svart att satta ut ett tal lagre dn det lagsta angivna
talet, de kan alltsa inte placera talet 7 om 10 och 15 ar de tal som finns utsatta. Manga
ar ocksa beroende av att satta ut alla heltal i det aktuella talomradet och uppfattar att
o alltid ska finnas langst till vanster. Dessa elever hade dnnu inte urskilt att det tal-
omrdade som visas med hjalp av tallinjen kan anpassas efter vilka tal man vill jamf6ra,
att tallinjen kan ha olika omfdng.

Ndgra elever uttryckte att det finns osynliga tal och beskrev det som till exempel
tva-hopp eller fem-hopp. Det verkade ocksa vara mer komplext att dela upp ett givet
avstand dn att upprepa detta avstand som ett steg. Om 7 och 15 ar referenspunkter
var det fler elever som upprepar detta avstand i stallet for att dela upp det for att satta
ut ett tredje tal. Vi bedomde att skalbegreppet var viktigt att forsta for att kunna
anvanda en tallinje som grafisk representationsform, att kunna avgéra skalan pd en
tallinje med hjdlp av tva referenspunkter.

Bild 1. Exempel fran fortest dir en elev upprepar talramsan 3, 6, 9 utan att uppmdrksamma att de
givna referenspunkterna o och 6 ger en skala att forhalla sig till.

[ lektion 1 varierades ldngd pa tallinjen och talomfdng (020, 15-75). Eleverna fick dis-
kutera vad som var ratt och fel i nagra olika exempel. Genom att kontrastera en ldngre
tallinje dar 3, 6 och 9 var markerade, med en kortare linje dar 30, 60 och 9o fanns
utsatta, var avsikten att eleverna skulle erfara skalbegreppet och mojligheten att visa
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olika delar av en odndlig tallinje, samt ocksa att steg inte alltid betyder ett heltal. Har
blev vi varse att stegtinkandet och begrepp som osynliga tal kanske leder fel och
mot en statisk uppfattning om avstand. En del elever tittade snabbt pa tallinjen med
30, 60 och 9o markerade och markte ut 40 och 50, "det ar tjugo emellan”. De gjorde
inte skillnad pd avstand och punkter pa tallinjen. Det kritiska draget om forhallandet
mellan vdrdeskillnad och avstdndsskillnad framtradde inte tydligt for eleverna. Ana-
lysen av eftertestet och lektionen visade ocksd att eleverna inte givits mojlighet att
urskilja att det behdvs tva referenspunkter for att avgora tallinjens skala.

Lektion 2 fokuserade darfor istallet pd relationen mellan vérde och avstdind samt
mojligheten att erfara skala genom att ldsa av tva referenspunkter. Lararen visade en
tallinje med endast en punkt markerad och tre olika l6sningar pd hur man kunde
sdtta ut ett andra tal. Denna variation blev inte tydlig, alla svar blev mgjliga, men att
det berodde pa avsaknaden av en andra referenspunkt framtradde inte klart. Eleverna
fick ocksa uppgifter dar tallinjens lingd varierade men talomfdnget var konstant, samt
dar talomrddet varierade och langden holls konstant. Mdnga elever hade fortfarande
uppfattningen om ett lagom steg och kunde inte urskilja férhallandet mellan tva re-
ferenspunkter som avgorande for skalan.

I lektion 3 varierades darfor forst tallinjer med en och tva referenspunkter for att
eleverna skulle erfara att det behovs tva referenspunkter for att avgora skalan och
kunna sdtta ut ett tredje tal. Till en borjan hade vi sett det som kritiskt att erfara att
langd och talomrdde kan variera, men i denna lektion fokuserades istallet forhal-
landet mellan referenspunkterna som en utveckling av detta tidigare kritiska drag.
Olika l6sningar visades, avstand och varde jamfordes som skillnad och en diskussion
fordes om denna relation. For att fa en kraftfull variation varierades korrekta 16s-
ningar dven med felaktiga.

Eleverna fick ocksa parvis sdtta ut ett tredje tal, mellan tva referenspunkter, ett
lagre tal an dessa eller hogre for att férhdllandet mellan del och helhet skulle kunna

Bild 2. Fran Lektion 3, diskussion om férhallandet mellan del och helhet. Bilden visar hur en elev rdtt-
tar till felaktigt placerade tal.
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urskiljas. Manga elever hade tidigare bara upprepat ett steg eller bara forhallit sig till
en tankt nollpunkt. I tidigare studier har férhdllandet mellan del och helhet skrivits
fram som en kritisk aspekt (Kullberg, 2004; Bjork & Pettersson Berggren, 2012). I elev-
ernas uppfattningar om lagom steg och olika typer av hopp, sag vi likheter med till
exempel den statiska uppfattning om tiondelars och hundradelars forhallande till det
hela som beskrivits i dessa studier. Detta anknyter ocksa till formdgan att dela upp
ett avstdnd i mindre delar som lyfts fram av Hansson (2012) och dven Ebersbach m.fl.,
(2008) vilka anvander begreppet decomposition for denna férmaga. Vi fann att denna
lektion gav eleverna mojlighet att urskilja de kritiska dragen samtidigt och resultaten
forbattrades patagligt.

Variationsmonster

Referenspunkternas antal varierades for att eleverna skulle urskilja att en punkt inte
racker for att avgora skala, att om man har tvd punkter kan man satta ut fler tal och
tre punkter ar mer an tillrackligt.

Den variation som visade sig ha storst betydelse var kontrastering av referenspunk-
ternas placering i forhdllande till de tal som skulle uttryckas. I en uppgift dar talen
8 och 15 var angivna och eleverna ombads sdtta ut ett tal till, kunde en del elever
upprepa skillnaden 7 och satte ut talet 22 eller kunde dela upp skillnaden och placera
ut talen 11 eller 12. I bdda fallen raknade de ut skillnad men att kunna dela upp skill-
naden och satta ut nya referenspunkter mellan de angivna punkterna ansag vi vara
en hogre kvalitet i forstaelsen. Da eleven kan gora denna uppdelning i stéllet for att
upprepa ett redan fastslaget avstand for att satta ut ett nytt varde visar det att eleven
lamnat stegtankandet och forhaller sig till del och helhet. Med de nya varden som
markeras uppstdr nya helheter som kan delas upp vidare.

Tabell 1. Variationsmonster

Kritiska drag Lektion 1 Lektion 2 Lektion 3

Tallinjen kan ha olika

o Varieras Varieras Varieras ej
omfing

Samband avstand —
virde.
Avstandsskillnaden Varieras e¢j Varieras Varieras
mellan tva punkter
representerar ett virde.
Tva referenspunkter
behovs for att avgora -- Varieras Varieras
skalan

Forhallandet mellan del
och helhet

- - Varieras
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Forbattringar i elevernas prestationer

Efter lektion 3 forbattrades resultaten avsevart. Fler elever kunde urskilja att avstdn-
det mellan tvd givna tal pa tallinjen motsvarades av en vardeskillnad och placera
ut ett tredje tal i forhallande till dessa. Vi tolkade detta som att eleverna nu kunde
urskilja referenspunkternas betydelse eftersom dessa varierades pa ett mer systema-
tiskt satt. Nagra av eleverna hade fortfarande en tendens att stega och att sitta ut
noll, men det var ldngt farre som gjorde sa. I de forsta tva lektionerna var det manga
elever som gjorde ett lagom steg nar de skulle satta ut ett tredje tal, de forholl sig inte
till del och helhet, utan mdttade steg med fingret eller pennan ”det brukar vara s
har langt”. Den stora skillnaden uppfattade vi som att eleverna efter lektion 3 laste
referenspunkter bdde till hoger och vanster och alltsa forhaller sig till del och helhet.

I lektion 3 slapptes omfing som kritiskt drag, har varierades skalan och referens-
punkterna pd ett kraftfullt satt och vi bedomde att tallinjens omfang inte da var ett
enskilt kritiskt drag for eleverna. Da vi i lektion 3 dven kontrasterade en punkt mot
fler, framtradde nodvandigheten av tva referenspunkter tydligare for eleverna.

Bild 3. Fran lektion 3. Kontrastering av “en referenspunkt — tva referenspunkter” samt “del och helhet”.

Sammanfattande resultat och analys

[ denna del sammanfattas resultaten i relation till forskningsfragorna och analyseras
i relation till tidigare forskning. Fyra kritiska drag for yngre elevers forstdelse av hur
en tallinje kan vara uppbyggd har faststallts i studien: Att tallinjen kan ha olika om-
fing (exempelvis 020 eller 30-60), samband mellan vdrde och avstdnd, att det beh6vs
tvd referenspunkter for att placera ett tredje tal och att bestimma skala samt forhal-
landet mellan del och helhet. Hur undervisningen kan utformas med utgangspunkt
fran variationsteori for att eleverna ska ges mdjlighet att utveckla en forstaelse for
tallinjen som redskap for matematiskt tinkande, redovisas under varje kritiskt drag.
Har foljer ocksd en jamforelse av dessa kritiska drag med den forskning vi tidigare
redogjort for och resultat fran de Learning study vi tagit del av.
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Tallinjen kan ha olika omfdng

Manga av vdra elever hade, liksom jamngamla elever pa Gransskolan (Hansson, 2012),
inte urskilt att en tallinje kan ha olika omfang, det vill sdga att talomrade och av-
stand mellan markeringar kan variera. Fler elever markerade alla heltal med start
pa noll eller forsokte anpassa tallinjen efter ett intervall pa till exempel 0-20 genom
att forlanga linjen eller tranga ihop tal. Studien i Gransskolan undersokte hur elever
kunde placera ut tal pa en tallinje dar inte alla heltal ar markerade. Dar anges tva av
de kritiska aspekterna som att uppfatta att tallinjen kan starta frdn olika véirden samt
att tallinjen kan ha olika intervall mellan markeringar. I lektion 11i var studie, varierades
langd och talomfdng av tallinjer, men det ar rimligt att anta att variationen borde vara
mer kraftfull. Eleverna bor fa méta mycket 1anga och mycket korta tallinjer som inte
begrdnsas av arbetsbladets eller tavlans storlek. Bade skolgard och idrottshall kan
utnyttjas for att visa olika talomfing och gora kontraster mellan lang tallinje med
litet talomfang och kort tallinje med stort talomfang. Arbete med tallinjen medger ju
ocksa att talomradet utvidgas till hoga tal, negativa tal samt tal i decimalform, for att
eleverna ska erfara relationer mellan tal.

Samband mellan virde och avstdnd
Bade i denna studie och i studien i ar 5 (Bjork & Pettersson Berggren, 2012) anvande
fler elever talet noll som startpunkt och stegade sig fram till det tal de skulle sitta ut,
utan att forhdlla sig till det tal som var utsatt till hoger (det hogre talet). Vi uppfattade
att dessa elever rytmiskt oversatte rakneramsan till tallinjen med ett pd férhand be-
stamt intervall. Nar dessa elever nadde fram till det hogra talet borjade de sudda och
flytta pa talen for att pa sa sdtt forsoka anpassa intervallen till den givna strackan.
Elever uttryckte sin forstaelse genom utsagor som "det brukar vara sa har langt” el-
ler ”jag tar pyttesteg med pennan for det ar sa kort”. Varde och avstand kopplas inte
ihop, talen ar fixa steg pa rad i lasriktningen. Forst nar skillnad i avstand och varde
varierades simultant blev det mojligt for eleverna att erfara talens varde i relation till
avstanden. Aven i Grinsskolans studie i skolar 2—3 férsokte lirarna fa eleverna att er-
fara hur avstand och varde mellan talen forholl sig genom att kontrastera en tallinje
med korrekta respektive felaktiga avstand mellan talen.

Det kritiska draget samband mellan varde och avstand utvecklades under studien
till annu ett: Tvd referenspunkter behévs for att sdtta ut ett tredje tal och bestimma
skalan.

Tva referenspunkter behodvs for att bestimma skalan

[ studien sdg vi att det verkade ldttare for eleverna att placera ut ett valfritt, tredje
tal som en upprepning av skillnaden mellan de tva forsta talen, dn att arbeta i in-
tervallet mellan de tva givna talen. Detta gjorde oss uppmarksamma pa att elever
behover erfara att den skala som kan avldsas med hjalp av tva referenspunkter skapar
mojligheter att sitta ut nya tal, inte endast att upprepa skillnaden. Eleverna fick en
tallinje med talet 7 utsatt och ombads att satta ut talet 15 samt ett valfritt annat tal.
Vissa elever satte ut talet 8 och stegade sig sedan fram till 15, andra satte ut 15 och
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upprepade avstandet for att komma till 23 och andra halverade avstiandet for att satta
ut en mittpunkt mellan de givna referenspunkterna. Ocksa for elever i ar 5 var detta
ett kritiskt drag (Bjork & Pettersson Berggren, 2012) som dar uttrycktes som tva drag,
namligen férhdllandet mellan tvd referenspunkter samt tiondelars forhdllande till hel-
tal.

Eleverna urskilde referenspunkternas betydelse nar tvda markerade tal pa en tallinje
kontrasterades med ett markerat tal. Genom att férhalla sig till tva tal blev det ocksa
tydligare att talen inte bara var rytmiska steg eller hopp, utan en relation som repre-
senterar en vardeskillnad.

Forhallandet mellan del och helhet
Betydelsen av att forsta vardeskillnad aterkommer vad galler formagan att hantera
forhdllandet mellan del och helhet. Tva olika uppfattningar kunde skonjas hos elev-
erna i studien, att dela upp ett avstand pad mitten eller att placera nastféljande tal i
talramsan mycket ndara det narmast lagre heltalet. Rimligtvis ar det forra en strategi
som bygger pa enkelheten i att "ta halften” medan det andra kan rymma ett stegtin-
kande, uppfattningen om ett fixt avstand for heltalens placering. Da eleverna i ar 5
ombads placera ut tal i decimalform pa en tallinje framgick det tydligt att de hade
svart med delarnas forhallande till helheten (Bjork & Pettersson Berggren, 2012). Det
handlade d3 om foérhallandet mellan tiondelar och heltal, dar eleverna kunde halvera
ett avstand och siledes placera exempelvis 3,5 korrekt men inte 3,2. Aven en studie
i skoldr 6 (Kullberg 2004) har visat betydelsen av att eleverna erfar hel-delhetsfor-
hallandet i form av hur ett intervall mellan tva tal kan delas in i ett antal delar, vad
galler tal i decimalform. Ebersbach m.fl., (2008) podngterar ocksa denna formdga. [
var studie var det av betydelse att eleverna kunde jamfora delen med helheten och
att dessa delar varierade som skillnad, inte bara som hélften. Vid undervisning om
tallinjen ar det saledes viktigt att variera delens forhdllande till det hela och med det
mojliggora att eleverna kan utveckla formdgan att anvanda sig av det som Ebersbach
(2008) benamner ”decomposition”. Hansson (2012) beskriver i sin studie med i elever
i skolar 2—3 forst att det ar en kritisk aspekt for elever att kunna sdtta ut rdtt avstand
mellan talen med hjdlp av en strategi. Han anger senare i rapporten att denna kritiska
aspekt borde strykas, eftersom det ar en strategi som bara fungerar pa vissa tillrat-
talagda tallinjer. Vi menar att férmdagan att sitta ut nya tal genom att utga fran tva
intilliggande varden dr ndgot som eleverna utvecklar da de ges mgjlighet att urskilja
hur bade avstand-varde och del-helhet kan variera.

Betydelsen av att tidigt variera med andra decimaltal an sddana med 5 tiondelar och
25 hundradelar framstar for oss lika viktigt som att variera uppgifter dar tal placeras
pa en tallinje enligt andra principer dan regelbundna talserier.

Diskussion

En utgangspunkt for var studie var att ta till vara tidigare forskning och andra skolors
resultat for att fordjupa utforskandet av ett larandeobjekt och dess kritiska aspekter.
De drag vi har urskilt som betydelsefulla for forstdelse av tallinjen stammer till viss
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del med erfarenheter fran studier med liknande larandeobjekt. Har foljer en sam-
manfattande diskussion om vara resultat.

Learning study som beprovad erfarenhet

Under arbetet med studien har egna erfarenheter avvad som ar kritiskt for vara elevers
forstdelse jamforts mot nagra studier fran andra skolors. Vi har sett att vissa av de for
vara elever kritiska dragen stimt 6verens med andra skolors erfarenheter, men har
ocksa upptdckt nya kritiska drag och konstaterat att variationsmonster kring dragen
behovde utvecklas for att dessa skulle bli tydliga for vara elever. De studier som ar
rapporterade och finns tillgangliga ar ett begransat antal och vi dr val medvetna om
att det kan finnas andra som vi inte hittat. Aspekter av tallinjen kan doljas i studier
vars titel pekar pd andra matematiska omraden och det kan ocksa ha tillkommit stu-
dier senare an vid det datum vi gjorde vara sokningar. Forhdllandet mellan vad elever
kan, vad de visar och hur detta kunnande tolkas i en studie, bor naturligtvis ocksa
kunna problematiseras. Samtidigt innebar lararyrket ett krav pd standig bedomning,
ibland sker denna med mindre underbyggnad &n i en Learning study dar fler larare
reflekterar och diskuterar elevernas arbete.

Reliabiliteten i de rapporter som vi har anvant kan diskuteras, ofta ar de ganska
knapphandigt beskrivna, har vidlyftiga larandeobjekt, saknar vetenskapliga begrepp
och forefaller inte mojliga att replikera. Att de aspekter som tas upp i rapporterna
ibland liknar varandra kan bero pa en gemensam, svensk undervisningstradition.
Pifallande ar dock att larandeobjekten och innehallet i studierna alltid ligger nara
undervisning och var erfarenhet ar att resultaten ar intressanta ocksa for larare i
andra amnen. Vi tror att Learning study som modell skulle vinna mycket pa att ha
en bestdmd form for vad som ska rapporteras. For att kunna bygga vidare pa tidi-
gare studier skulle vi 6nska att rapporterna innehdll en tydligare beskrivning av bade
larandeobjektet, kring variationsmonster och hur de kritiska aspekterna har syn-
liggjorts for eleverna. Vi ser ocksa forbattringsmojligheter bade da det galler inrap-
portering och tillganglighet. Detta skulle skapa utvidgade mojligheter for larare att
arbeta kumulativt och ddrigenom ndarma sig kraven pa att undervisning ska bygga pa
vetenskaplig grund och beprévad erfarenhet.

Tallinjen som tankeredskap

Mot bakgrund av den beskrivna studien ser vi att det finns ett antal kritiska drag
som maste behandlas pa ett medvetet satt i undervisningen for att tallinjen ska fung-
era som ett redskap for matematiskt tinkande. Vdra elever visade sig ibland ha for
oss ovantade uppfattningar om tallinjens konstruktion som behdvde utmanas genom
kraftfulla variationsmdnster.

Kinard & Kozulin (2012) lyfter betydelsen av att i undervisningen skilja pa det ma-
tematiska innehdllet och matematiska tankeredskap. De menar att det finns en risk
att eleverna uppfattar redskapen som en del av innehdll och information i stallet for
ett redskap som stod for resonemang och organisation av kunskapen. Vi menar att
undervisningen bor separera tallinjen som redskap genom att medvetet variera de
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kritiska dragen fran uppgifter med ett rent innehdllsligt fokus dar eleverna exem-
pelvis ska visa berdkningar pa en tallinje. Elever behover utveckla en sdkerhet i att
anvanda olika representationsformer (Lundberg & Sterner, 2009; McIntosh, 2008;
Taflin, 2007). De mekaniska uppfattningar eleverna visat i studien da de tog for givet
att de markerade platserna motsvarade en talramsa (3, 6, 9) visar att det inte ar helt
tydligt for eleverna att en tallinje, precis som konkret tiobasmaterial, ar en represen-
tation av talsystemet. Eleverna behover, som von Aster & Shalev (2007) betonar, ges
mojlighet att koppla ihop antal, visat med konkret material med tallinjens represen-
tation av tal som strackor och punkter. Genom att kontrastera tallinjen mot andra
representationsformer, som exempelvis tiobasmaterial kan det bli synligt for eleverna
att tallinjen dr ett matematikspecifikt redskap dar tals relationer till varandra som del
och helhet samt talfoljd kan visas grafiskt. Representationsform kan i detta samman-
hang ses som en kritisk aspekt vilken behover lyftas parallellt med de kritiska drag
som ar aktuella for elevgruppen. Som Lo (2014) skriver ar erfarandet av aspekt, i detta
fall representation, ndgot som star i ett dmsesidigt forhadllande till medvetenhet om
de aktuella kritiska dragen. Vi konstaterar att vi i viss man tagit for givet att eleverna
uppfattat denna aspekt. P4 samma satt som det kritiska draget "r6d” ar oskiljaktigt
fran den kritiska aspekten "farg” (Lo, 2014) menar vi att aktuella kritiska drag for tal-
linjen ar oskiljaktiga fran aspekten "representationsform”.

Proportionalitet

Fler av de kritiska drag som vi har bearbetat hor samman med proportionalitet. Att
ett tals varde forhdller sig proportionerligt till ett avstand forutsatter en grundlag-
gande insikt om del-helhetsrelationer. Vi har varseblivit i en tidigare studie om skala
idr 5 (Bjork & Pettersson Berggren, 2012), att elever ofta forhaller sig statiskt till denna
relation; skala, forstoring och forminskning ses som ett visst antal halveringar eller
dubbleringar. I arbetet med tallinjen som redskap for att erfara tals relationer, kan
samma statiska uppfattning skonjas ndr eleverna i ar 5 arbetar med tal i decimal-
form. Bland de yngre eleverna finns ocksa en tendens att uppfatta talsteg som ett
forutbestamt avstdnd. Vi menar att man genom en medveten variation av tallinjen
vad galler talomrade och referenspunkter skulle hjdlpa elever att urskilja skala och
proportionalitet.

Undervisningstraditionen med att yngre elever mestadels arbetar inom ett lagt tal-
omrdde med berdkningar, stdr inte, som vi ser det, i konflikt med att utveckla forsta-
else for del-helhetsrelationer i det decimala talsystemet som helhet. Darfor menar vi
att elever skulle ges storre mojlighet att uppfatta talsystemets uppbyggnad om tal-
omrddet varierades mer, bide med hogre tal, andra intervall 4n 0-20 eller 0-100 samt
aven med tal i decimalform och negativa tal. Pa tallinjen kan tal i decimalform och
negativa tal urskiljas som relationer till positiva heltal, ett samband som ar flexibelt,
till skillnad frdn matningar och konkreta representationer dar man anvander sig av
antalsrakning. Mdnga omrdaden inom matematik forutsétter en djupare forstaelse av
proportionalitet och vi drar slutsatsen att var undervisning bor utvecklas i relation
till detta. Det faktum att yngre elever ofta har en mer logaritmisk uppfattning av tal-
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linjen dn dldre (Berteletti m.fl., 2010; Booth & Siegler, 2008) skulle ocksa kunna géra
oss mer uppmadrksamma pd sddana uppfattningar och variera det kritiska draget pro-
portionalitet med storre noggrannhet for att eleverna ska erfara detta.

Undervisningstraditioner

Under studiens gang har vi blivit varse att en del undervisningstraditioner kan leda
till missuppfattningar for eleverna. I arbetet med de yngre eleverna sag vi att 6v-
ningar med rytmisk ramsrdkning och talmonster 6verforda till tallinjen kan medféra
en statisk uppfattning om tals representation. Eleverna anvander utantillkunskap
som rakneramsan eller 2-hopp, 5-hopp och 10-hopp for att finna ett visst tal pa tal-
linjen. Var erfarenhet ar att elever kan 6versdtta en talserie med jamna intervall till
tallinjen, utan forstdelse for att avstanden representerar specifika varden. De moter
inte en variation av skala och talomrade utan kan fa uppfattningen att tallinjen alltid
borjar vid noll, som vid inandningen da talramsan lases ut, och att ett heltalssteg ar
1cm langt, som det ju blir om talen o-20 visas linjart pa en larobokssida i A4-format.
Vi uppmarksammade ocksa att vi sjdlva som larare, anvande begrepp som osynliga
tal och talsteg, uttryck som ger en bild av tallinjen som en linjal med forutbestamda
markeringar. Kinard & Kozulin (2012) beskriver just risken med att eleverna férvan-
tas anvanda fardiga matematiska modeller pd ett mekaniskt satt. I det fall eleverna
endast uppfattar tallinjer som talramsor 6versatta till en linje behover de konfronte-
ras med medvetet varierade uppgifter sa att de kan urskilja tallinjers egenskaper och
kunna anvanda dem som flexibla tankeredskap.

I en studie i ar 5 (Bjork & Pettersson Berggren, 2012) visar det sig att eleverna kande
igen tallinjen frdn tidiga skolar men inte alltid kan anvdnda den f6r berdkningar av
subtraktion till exempel 63 —7 eller 63 —58. En studie om subtraktion med negativa tal
i skoldr 7 (Bergman m.fl., 2010) visade ocksa att tallinjen som redskap for matematis-
ka resonemang ar ett viktigt undervisningsinnehdll dven for dldre elever. Mellansta-
dieelevernas mekaniska satt att placera ut en punkt halvviags mellan tva tal (Bjork &
Pettersson Berggren, 2012), pAiminner om hur de yngre eleverna i innevarande studie
placerar ut tal utan att forhalla sig till helheten. Enligt var uppfattning skulle elever-
nas forstaelse for tal i decimalform gynnas om tallinjens proportionerliga uppbygg-
nad var ett fortsatt undervisningsomrade dven efter de forsta skolaren.

Enligt var erfarenhet av tallinjer i laromedel ar det sdllan talomraden hogre an
0-100 som berors vid uppgifter med tallinjer i de tidiga skoldren. Ofta fir eleverna
sina uppgifter pa papper i A4-format, stdende for en kort tallinje eller liggande for en
langre. Boksidan eller arbetsbladets storlek begransar bilden av tallinjens utstrack-
ning i langd. I och med att det aktuella talomradet brukar vara o-20 eller 0-100, drar
eleverna slutsatsen att ett heltalssteg bor vara centimeterlangt pa en tallinje som vi-
sar 0-20, medan en pennudd ar lagom da det ror sig om tallinjer o-100. Vi menar att
variationen mellan hoga, 1dga, negativa tal och tal i decimalform dr nédvandig for att
eleverna ska urskilja de kritiska dragen for tallinjen och att en medveten undervis-
ning om tallinjen som redskap gynnar ett flexibelt matematiskt tinkande.
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