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Att introducera likhetstecken
i ett algebraiskt sasmmanhang
for elever i darskurs 1

M Adolfsson Boman, | Eriksson, M Hverven, A Jansson & T Tambour

Artikeln bygger pd data frdn forsknings- och utvecklingsprojektet (FoU) "Utveckling
av matematiskt tankande — expanderande uppgifter i nybérjarundervisningen” ddr
ldrare frdan Skdrsdtra skola tillsammans med forskare fran Stockholms universitet
genomforde ett undervisningsexperiment i syfte att introducera algebra i nyborjar-
undervisningen.

FOU-PROJEKTET HADE SIN UPPRINNELSE i ett tidigare matematikutvecklingsprojekt
som genomfordes av en grupp larare pa skolan tillsammans med en av forskarna' hos-
ten 2010. | samband med detta utvecklingsprojekt uppstod flera diskussioner om den
matematik som eleverna introduceras i under skolans forsta dr. Lararna beskrev att
nyborjarundervisningen i de flesta laromedel bygger pa att eleverna introduceras till
matematik via konkreta och laborativa uppgifter i huvudsak inom talomradet 1-207.
Med en grov klassificering kan matematikundervisningen delas in i en aritmetisk
och en algebraisk tradition (van Oers, 2001). I en aritmetisk betonas elevers bemast-
rande av taluppfattning och matematiska (korrekta) utrakningar. Det finns inom
denna tradition en tanke om att eleverna under de forsta skoldren via konkreta
och laborativa aritmetiska uppgifter forankrade i deras vardag kan utveckla en pre-
algebraisk forstaelse (Schmittau, 2004, 2005; Schmittau & Morris, 2004). I kontrast
till den aritmetiskt grundade nyborjarundervisningen som dominerar den svenska
matematikundervisningen diskuterade vi ndgra av de idéer som legat till grund for
den algebraiskt grundade matematikundervisning som bland andra Vasilii Davydov
(2008) tillsammans med lararna sedan 1960-talet utvecklat vid skola Nr. 913 i Moskva.

1. Projektet som genomfordes hosten 2010 leddes pé skolan av klassldrare Marianne Adolfsson Bo-
man och som handledare fungerade Inger Eriksson frdn Stockholms universitet.

2. Pé skolan arbetade lararna med laromedlet Masterkatten.

3. Skola Nr. 91 har dnda sedan 1960-talet fungerat som en forséks- och forskningsskola dar man
bland annat har arbetat med att utveckla undervisningen med utgdngspunkt i Vygotskij-traditionen.
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Inspirerade av dessa diskussioner och erfarenheterna fran det egna utvecklingsarbe-
tet uttryckte ldrarna och rektor ett intresse for att forandra nyborjarundervisningen
i matematik. Hosten 2012 startade darfor ett FoU-projekt for att préva utformningen
av en nyborjarundervisning som skulle ge eleverna majlighet att utforska inneborden
i symboler och matematiska principer innan de borjar arbeta med siffror.

Tva overgripande fragor for projektet formulerades:

1. Vilka typer av uppgifter kan, utifran de centrala idéerna i Davydovs matema-
tiska program, utformas och anvandas for att introducera elever i drskurs 1 till
ett algebraiskt (pre-numeriskt) tankande?

2. Vad kan ses som tecken pad ett framvaxande algebraiskt tankande?

Med utgdngspunkt i dessa tva forskningsfrdgor ar syftet for den har artikeln att dels
beskriva de uppgifter som utformades och prévades under hosten 2012 och dels att
visa pd ndgra exempel pa indikationer pad en framvdxande formaga att fora algebra-
iska resonemang.

Projektets forutsattningar och genomforande

Skarsatra skola ar en F-5 skola med 325 elever, 17 larare (10 klasslarare, 1idrottslarare,
1 musiklarare, 2 slojdlarare och 1 bildlarare) och tva specialpedagoger. Totalt sju av
skolans tio klasslarare och de tva specialpedagogerna medverkade i projektet under
hosten 2012. Skolans rektor har ocksd medverkat om an i begransad omfattning.
Marianne Adolfsson Boman var huvudansvarig ldrare pa skolan och undervisnings-
experimentet genomfoérdes i hennes arskurs 1 (28 elever).

Planeringsarbetet pdborjades redan under slutet av varterminen 2012 da lararna
dels laste matematikdidaktiska texter>, dels genomférde en prelimindr planering.
Den prelimindra planen diskuterades forst via mail och senare vid tva inledande pla-
neringsmoten i augusti. Flera uppslag kring hur de forsta introducerande lektionerna
skulle utformas diskuterades. De flesta av fragorna som forskningsgruppen® disku-
terade handlade om hur en nybdrjarundervisning som inte borjar med till exempel
vardagsndra additionsuppgifter inom talomrddet 1-10 kan utformas. De teoretiska

4. For att alla larare som var intresserade av projektet ocksd skulle ha mojlighet att delta, hade rek-
tor avsatt planeringstid i tjdanst motsvarande 2 timmar varannan vecka.

5. Bergsten, C., Higgstrom, J. & Lindberg, L. (1997). Algebra for alla. Naimnaren Tema. G6teborg:
NCM, Goteborgs universitet, Kinard, J. T. Sr. & Kozulin, A. (2010). Undervisning for férdjupat mate-
matiskt tdnkande. Lund: Studentlitteratur, Krongvist, K-A. & Malmer, G. (1993). Rdkna med barn.
Falkoping: Ekelunds férlag AB, Neuman, D. (1993). Riknefirdighetens rétter. Vallingby: CE Fritzes
AB och Skolverket.

6. Forskningsgruppen bestod av de sju ldrarna och tre personer fran Stockholms universitet.
Marianne Adolfsson Boman var larare i forsoksklassen och samtidigt projektets lokala ledare.
Projektledare var Inger Eriksson, didaktiker frdn Stockholms universitet. Mona Hverven, matema-
tikdidaktiker, deltog vid projektstart och vid planeringen av de férsta uppgifterna som prévades i
undervisningen. Anders Jansson, didaktiker, medverkade vid intervjuer av eleverna och i analys-
arbetet i projektets slutfas. Torbjorn Tambour, matematiker medverkade vid analysen av elevernas
l6sningar i de filmade intervjuerna.
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principer som Davydovs matematiska program bygger pa och som skulle guida pla-
neringsarbetet och forsoksverksamheten diskuterades dterkommande.

Under hosten holls sammantaget fem méten i FoU-gruppen dar i princip samtliga
larare som medverkade i projektet deltog. Vid de tvd forsta planeringsmoétena ut-
formades i grova drag de tre nyckeluppgifter eleverna skulle méta under terminen
(presenteras nedan). Dessa uppgifter utgjorde stommen for undervisningsexperi-
mentet. Under de tre aterstaende planeringsmotena rapporterade Marianne om hur
nyckeluppgifterna fungerade och hur de kunde vidareutvecklas. Gruppen gjorde inte
upp nagra detaljerade lektionsplaneringar utan framst handlade diskussionerna om
vilken typ av situationer vi ville skapa for eleverna. Marianne hade sedan detta som
grund for hur varje enskild lektion utformades.

Underlag for artikeln utgors av de fem bandade planeringsmoétena, uppfoljnings-
samtal tillsammans med Marianne och de videofilmade gruppintervjuerna med 16 av
eleverna samt exempel pa elevernas l6sningar.

Davydovs matematiska program
Davydovs matematiska program beskrivs i litteraturen vanligen i relation till den
undervisningstradition som kallas Developmental teaching (DT) (Davydov, 2008;
Schmittau, 2005). Bendmningen, som pa svenska kan dversittas med utvecklande
undervisning, betonar att malet for undervisning i forsta hand &r elevers utveck-
ling. En grundtanke ir att larande dr en motor for utveckling.
The child learns to perform an operation of some kind. At the same time he mas-
ters a structural principle whose sphere of applications is wider than that of the
operation in which this principle was mastered. Consequently by taking one step in
learning the child moves two steps in development, i.e. learning and development are
not coincident. (Vygotskij, 1963: 26-27)

Andra betydelsefulla antaganden som ligger till grund fér DT handlar om vad som
ses som nodvandiga forutsattningar for larande. Centralt dr att allt larande pa ett el-
ler annat satt maste forstas i relation till vilka verksamheter eleverna ges tilltrade till
och vilka redskap han eller hon far tillgang till (Davydov, 2008; Kinard & Kozulin,
2010). Att bli kunnig kan sdledes beskrivas som att bli fértrogen med en specifik verk-
samhet och dess redskap, regler och rutiner. Matematik ingar som redskap i manga
skilda verksamheter men i skolan utg6ér matematik en specifik verksamhet (Kinard &
Kozulin, 2010). Vygotskij betonar att elever inte utvecklar forstaelse for vetenskapliga
begrepp pad samma satt som det tillignar sig vardagliga begrepp (Schmittau, 2004,
2005; Zuckerman, 2005). Inneboérden i vardagliga begrepp utvecklas enligt Vygotskij
genom deltagande i olika vardagliga sammanhang dar begreppen anvdnds, medan
inneborden i vetenskapliga begrepp inte ar lika enkelt tillgangligt om inte eleverna
far tillgang till specifika teoretiska verksamheter (Vygotskij, 1963). Detta forutsat-
ter att eleverna far moéta uppgifter eller problem som de endast kan 16sa genom att
anvanda de vetenskapliga begreppen och symbolerna som redskap. Om eleverna far
delta i teoretiska verksamheter kan teoretiska inneborder goras tillgangliga for dem.
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Med en sddan utgangspunkt ar det majligt att introducera elever till algebra redan i
arskurs 1 (eller tidigare). Det kan till exempel handla om att skapa uppgifter som ar
sa utformade att eleverna upplever ett behov av att anvanda (bemastra) algebraiska
begrepp och symboler som, till exempel a, b, >, <, = (Davydov, 2008; Schmittau, 2005).
Eleverna inbjuds till exempel frdn borjan till ett utforskande av vad likhet innebar,
vad som kan representera likhet och hur likheter kan dstadkommas (Davydov, 2008).
Davydovs argument dr att inom en aritmetisk tradition ges eleverna endast till-
gang till empirisk abstraktion, vilket innebar att eleverna genom undersokningar
och jamforelser erfar ett fenomen eller ett objekts yttre (synbara/patagliga) aspekter.
Genom att arbeta med empirisk abstraktion (som till exempel i en aritmetisk tradi-
tion) fortsdtter undervisningen utveckla samma typ av konkreta tankande, kopplat
till vardagsbegrepp, som barnen borjat utveckla i lek och andra aktiviteter. Teoretisk
abstraktion innebdr daremot en strukturell jamforelse som bottnar i en analys av
begreppets innehdllsliga uppbyggnad och funktion bade historiskt och kulturellt.
[T]he notion of "roundness” can be empirically abstracted from a dish, a wheel, and
so forth. However, this empirical notion of circularity does not reveal the real objec-
tive content, which is the locus of points at a constant distance from a fixed point.
(Sriraman, 2008:95)

[ stéllet for att laborera med aritmetiska uppgifter med syfte att utveckla ett pre-alge-
braisk tankande behover eleverna utveckla ett pre-numeriskt tankande av algebraisk
karaktar (Schmittau & Morris, 2004).

Davydovs matematiska program ar inte enbart en fraga om abstrakt eller konkret
utan aven kopplat till den vygotskianska idén om Learning Activity - larandeverk-
samhet (Davydov, 2008; Kinard & Kozulin, 2010). I en larandeverksamhet kan elev-
erna potentiellt utveckla ett behov och ett motiv for larande och darmed ett engage-
rat deltagande i till exempel en matematisk problemlosande aktivitet. Detta betyder
dock inte att all undervisning kan beskrivas i termer av ldarandeverksamhet. I en 13-
randeverksamhet sker inte enbart ett dterskapande av kunskaper och férmdgor som
utvecklats i samhallet 6ver tid utan eleverna dterskapar dven

"historically formed capacities (reflection, analysis, and thought experiment) that
are the basis of theoretical consciousness and thinking”. (Davydov, 2008: 117)7

Detta innebadr att det lirande som sker genom deltagande i en larandeverksamhet
bidrar till elevernas kognitiva utveckling och i och med det dven deras personlig-
hetsutveckling. For att majliggora for att eleverna i undervisningen ska kunna gd in
i en larandeverksamhet kravs att de uppgifter eleverna arbetar med utformas pa ett

7. Learning Activity som har sina rétter i Vygotskij-traditionen har olika uttolkningar. I Davydovs
uttolkning betonas vikten av elevernas teoretiska utveckling relaterat till samhalleligt utvecklade
kunskaper. I andra uttolkningar betonas att man inte kan malsdtta elevernas larande med utgangs-
punkt i av samhadllet redan utvecklade kunskaper utan att man istédllet mdste vara éppen for och
vardesitta ockséd ovantade mal som uppstar i relation till elevernas behov och motiv (se till exempel
Matusov, 2009).
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sadant satt att de mojliggor ett reellt utforskande. Det ar dock inte vilket utforskande
arbete som helst utan varje uppgift ska vara utformad sd att eleverna mdste anvanda
nya dnnu outforskade teoretiska begrepp, modeller och symboler for att de ska kunna
ge olika forslag till 16sningar pa problemet. Losningar som sedan kan prévas och ut-
vecklas (Kinard & Kozulin, 2010).

Tre nyckeluppgifter — tarningar, guldsand, dyrbara oljor och A=B+C
Att utforma uppgifterna for de forsta introducerande lektionerna var det som var sva-
rast. Det var i relation till planeringen av dessa uppgifter som de teoretiska utgangs-
punkterna diskuterades mest intensivt. Gruppen hade fran borjan beslutat att starta
med uppgifter kring métning av till exempel langd eller volym sa som bade Davydov
(2008) och Schmittau (2005) har beskrivit. Exempel pd sadana uppgifter forsatter
eleverna i en situation dar de till exempel far observera lingderna A och B dér A > B.
[ arbetet fir eleverna darefter utforska skillnaden mellan A och B for att komma fram
till skillnaden C. I det algebraiska arbetet far eleverna sedan préva att symbolisera
detta med ekvationerna A= B+C eller B=A-C eller C=A-B (Schmittau, 2005).

Denna typ av uppgift var forskargruppen enig om skulle inga i undervisningsexpe-
rimentet men fragan som uppstod handlade om hur de allra forsta lektionerna skulle
utformas. Under ett av de tidigaste planeringsmoétena berdttade Mona Hverven om
hur hon i sin undervisning velat introducera likhetstecknet (=) via symbolerna "storre
an” (>) och "mindre an” (<) och da latit eleverna arbeta med tarningar.

Ackie: Marianne, tankte du att man skulle bérja da med storre &n och mindre an?

Marianne: Sa som vi lite grann resonerade sist vi traffades, och da sa Mona, att absolut inte
lyfta det har likhetstecknet, utan se vad som hander, for att ... erfarenheten ar ju att det alltid
arndgon som sdger ‘Ja men, dom dér &r ju helt lika’, 'Ja men, vilket tecken ska vi ha da?’

Mona: S3, det var inte ‘absolut’ men det har att faktiskt vaga vanta in eleverna, for dom kan
sa himla mycket. Och ofta &r man ju snabb och det kan vara liksom, vénta in och se.

Ackie: Nu fattar jag inte riktigt, vad ar det man ar fér snabb pa?

Mona: Ja till exempel likhetstecknet sa talar man om att det ska vara lika pd bada sidor och
s ar det klart. Allts3, nu drar jag det s ... Medan, om man kan jamfora det med tecken som
‘inte ar lika med’ (#) och sen l3ta dom upptéacka, ‘Jamen, vad ska vi nu anvanda for symbol nar
det &r lika?’ ‘Hur ser det tecknet ut?’/.../. (Planeringsmdote den 27 augusti 2012)

Sammanfattningsvis organiserades undervisningsexperimentet kring tre olika storre
uppgifter, sa kallade nyckeluppgifter (Eriksson & Lindberg, 2007; Lindberg, 2010). Upp-
gifter som utformas utifrdn nagra centrala principer och som sedan kan utvecklas vida-
re utifrdn de diskussioner och behov som uppstar i elevgruppen. Den forsta uppgiften
- tarningsuppgiften — hade som syfte att skapa ett behov av ett tecken for att uttrycka
likhet. Den andra uppgiften inspirerad av Landet Langesen (Neuman, 1986, 1993) syf-
tade till att eleverna skulle préva att I6sa matematiska problem i en situation dar det sd
att sdga dnnu inte finns ndgon matematik. Den tredje uppgiften, som utformades uti-
fran Davydovs matematiska program, syftade till att introducera eleverna till teoretisk
abstraktion dar de skulle kunna prova likheter i algebraisk mening.
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Tva lika - vilket tecken kan beteckna likhet?

[ den forsta nyckeluppgiften som slutligen utformades introducerade lararen sym-
bolen < i samband med 6vningar dar eleverna skulle sla slag med en tarning och
anvanda symbolen.
Marianne: D3 presenterade jag, precis som Mona foreslog, jag presenterade mindre an
tecknet. Och jag presenterade det som hon foreslog. Att man fyller tecknet med sma bollar,
sa det var ingenting som gapade at nat hall utan det var en symbol som sag ut sa har. Och 'Har
i borjan ar det mindre [farre antal] bollar an dar’ [pekar pa <]. ‘Det ar mindre &n’. Sa dar holl
jag pa och med uttrycket. Och sedan visade jag att vi skulle sla tarningar och da hade jag gatt
igenom tarningen att det fanns en etta och en tvaa och en tre och en fyra, en femma och en
sexa. Och jag hade ritat tva tarningar pa tavlan. Och da tog jag fram nadgon elev som fick kasta
tarningen till mej. Och s& fick ju ungen kasta tva ganger innan jag markerade. For jag ville ju att
det skulle bli mindre &n, sa klart [smaskrattar]. Sa att barnet kastade tva ganger och da blev
det en etta och en trea. Och da ritade jag ettan forst och sa trean. Och sa héll vi pa sa. Om dom
hade kastat trean forst sa skrev jag ju inte det for da hade det varit “storre an” och jag ville ju
inte att det var jag som skulle presentera det utan jag ville att de skulle upptécka ett behov av
det. Sa det enda de fick var forstaelsen for, i alla fall en presentation av, tecknet ‘mindre an-
tecknet’ och sen fick dom borja. (Uppféljningssamtal 28 januari 2013)

Tanken med uppgiftens utformning var att forr eller senare skulle ndgon av eleverna
sla tva lika och da kunde en diskussion om vilken symbol de kunde anvanda uppsta.

Inger: Och da jobbade dom tva och tva?

Marianne: Tva och tva. Och dom kastade och var jattendjda och till slut var det nan som sa
att det blev tva som var lika. Och da sa jag 'Stopp alla barn!’‘Nu &r det nan som har fatt tva
ettor har ... &r det ndn ... kan vi ha det har tecknet d3, mindre &n?’. ‘Ar ett mindre &n ett?’ ‘Nej,
detvar det juinte!’ ‘Men, vad ska vi ha for tecken da?’ ‘Kénner ni till ndt tecken som man skulle
kunna anvénda?’ Och ingen kunde det. ‘N&ha, man vad gér vi dd?’ ‘D& slar vi om.’ (Uppfolj-
ningssamtal 28 januari 2013)

Alla i forskargruppen var Gvertygade om att eleverna rimligen kanner till likhets-
tecknet bdde fran forskoleklass och fran andra sammanhang. Motivet till uppgiften
var att gruppen ville att eleverna sjdlva skulle komma pa att man kunde anvanda
likhetstecknet for att beteckna tva lika. Nar eleverna efter introduktionen arbetade
tva och tvda med uppgiften och slog lika var det dock inte likhetstecknet som var deras
16sning.

Marianne: ... da blev samtalet om jo, men nu blev det ju fem pa den ena och fem pa den
andra. Har vi ndt annat tecken fér det. Och dom tankte ju som fasen. Det var ingen som kom
med likhetstecknet. Men da var det nan som sa: ‘Jo, men da satter man ihop dom’. Alltsa ritar
en san figur [< >]

Inger: Allts3, de satte ihop en ‘stérre an’ med en ‘mindre an'’.

Marianne: Ja, alltsa de satte hop ett ‘mindre an’ och sa vande de den. Fast 'storre dn’ kan de
inte uttrycka. Men, de tankte, alltsd om man ritar den figuren [<>] s& kanske det betyder att
det &r lika pa varje sida. FOr att det &r ju egentligen lika. For det ser ut sa dar.
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En annan ldrare: Det kunde ju vart ett sant tecken

Fleraigruppen: Jal

Marianne: Ja! Och da séger jag: ‘Men gud sd fiffigt’. ‘Det kunde ha vart ett sant tecken., sa
jag. ‘Men lika med, det finns faktiskt ett sant tecken och det ser inte riktigt ut s& dar’. ‘Men ar
det ndn som vet’. Men det var det ingen som visste. (Planeringsmdte den 10 september 2012)

[ den forsta gruppen (14 av 28 elever) var det ingen som hade ett tecken for likhet. I
den andra gruppen daremot var det tvd pojkar som foreslog att man kunde anvdanda
ett likhetstecken.

Och sd var det nasta grupp, och da var det tva barn som kande till att ‘dar emellan ska det
vara ett likhetstecken’ —'ar lika med-tecken’. "Hur ser det ut?’ sa jag och da gick barnet fram
ochritade det p& tavlan. Och d& frégade jag [klassen] ‘Ar det ndn som kanner igen det?’ och
ja det var val ndn da som med viss tvekan. /.../ Och i och med att de har tva barnen sen fick
presentera det [tecknet] s& var det ingen tvekan om ... for resten av klassen. /.../ For jag sa
‘Kommer ni ihdg nér ni slog det har och ni inte kom pa nat tecken?’ ‘Nu &r det tva som kan det
har tecknet, som har ett tecken som ser ut sa har.’ Och da var det flera som kande igen det dar
tecknet. Men dom &gde det liksom inte. (Uppféljningssamtal den 29 januari 2013)

Uppgiften med tarningarna utvecklades vidare for att lata eleverna utforska symbo-
lerna storre och mindre an och likhetstecknet. Bland annat utvecklades uppgiften
s att eleverna skulle uppleva ett behov av symbolen for "storre dn”. I de foljande
uppgifterna fick eleverna ocksd mdgjlighet att anvanda symbolerna for addition och
subtraktion eftersom en av eleverna hade lyft att man kan anvanda "plustecknet” nar
man sldr tva slag.

Vid den forsta uppgiften, nar eleverna slog med tarningar, kunde de 16sa uppgiften
med hjélp av tecknet f6r ‘'mindre dn’. Genom att forst sla tva slag kunde de bestaimma
vilket slag (vilket tal) som skulle skrivas i vilken "tarningsruta” for att sedan placera
tecknet for ‘'mindre dn’ emellan sd att det blev "ratt”. Nar de bada slagen blev lika var
elevernas forsta forslag att man slar om. Da kunde man se till att uppgiften blev ratt
16st. Nar lararen inte godkande att man skulle sla om utan istdllet fragade om de kdnde
till ndgot annat tecken uppstod en situation dar eleverna inbjods till att férsoka 16sa
problemet. Eleverna gav uttryck for att de ville ha ett tecken som visade att det var lika.
I bada grupperna kom forslaget att man kunde skriva ‘mindre an’ och sedan vanda pa
det tecknet for att visa att det var lika pa bada sidor. Det intressanta dr att eleverna ater-
uppfinner betydelsen av likhetstecknet utan att ha den konventionella yttre formen for
hur man kan teckna likheter. Stallda infor problemet att det behdvdes en annan symbol
for att kunna uttrycka likhet anvdnde eleverna den symbol de hade blivit presenterade
och skapade en ny symbol som de uppfattade uttryckte likhet.

Lika eller olika — hur kan man bestimma om det ar rdttvist eller inte?

For utformningen av den andra nyckeluppgiften hamtade gruppen inspiration fran
Dagmar Neumans arbete: Landet Lingesen — matematik for 2000-talet. Syftet i Neu-
mans arbete ar att introducera eleverna till ett aritmetiskt tankande (1993). I Landet
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Langesen finns ingen matematik och inga siffror. Kungen stalls upprepade ganger
infor ett problem med att till exempel kunna fordela guldsand eller fina oljor till sina
tjdnare sa att de vet att de har fatt lika mycket. I relation till dessa problem madste
eleverna utforska om guldsanden i tvd mycket olika bagare ar lika mycket eller om
nagon av tjanarna har fatt mera dn den andra. Neumans arbete, men ocksa Davydovs
arbete, betonade vikten av att utforma uppgifter som skapar forutsattningar for att
eleverna, sd att sdga, ska kunna aterupptdacka principer och strukturer. I uppgiften
som vi ldnade fran Neumans arbete handlade det om att forsatta eleverna i en histo-
riskt tankbar verksamhet. Marianne beskriver hur Neumans idéer anvandes i under-
visningen pa f6ljande satt:

Marianne: Hur kan det vara att leva i ett land som inte har matematik? Den fragan var svar
att forsta for eleverna. Jag fick da samtala om konkreta handelser. Hur gor man om man vill
handla ndgot? Hur far man |6n for sitt arbete? Under samtalet uttryckte eleverna att ‘det skulle
vara svart’. Med det har samtalet ville jag att eleverna skulle reflektera 6ver matematiken och
nyttan av den.

‘Forsta problemet uppstod nar tva tjanare som utfort ett arbete till kungen fatt I16n i form av
guldsand i olika typer av flaskor. Tjanarna tyckte att de blivit orattvist behandlade’.

En av flickorna vénde sig till mig och sa ‘det forstar jag!’

Elevernas uppdrag blev dd att diskutera hur de skulle kontrollera om kungens skattmastare
varit orattvis. Eleverna kom med olika forslag pa hur de skulle tomma flaskorna och méta med
ndgot redskap. ‘Men de kan ju inte rékna i Landet Iangesen’ sa jag. Gruppen befann sig i fritids
kok och pa diskbanken stod det en liten mugg. Vi kan anvanda den foreslog nagon’. | koks-
skapet som stod pa glant fanns flera likadana muggar. "Hur gor vi nu undrade jag?’ 'Vi fyller
muggarna med guldsanden foreslog eleverna’. Sen ville eleverna rédkna muggarna. ‘Men det
garinte’ sa jag 'Det finns inga siffror i Landet langesen’. Da foreslog en av eleverna att vi kunde
jamfora en mugg mot en annan. Jag ritade flaskorna och muggarna pa tavlan och fragade om
vi kunde satta ett matematiskt tecken mellan flaskorna och muggarna. | detta exempel var
eleverna helt 6verens om att det skulle vara likhetstecknet. (Mariannes dokumentation, 30

januari 2013)

Marianne och eleverna atervande till Landet Langesen tva lektionspass till. Vid det
andra tillfallet hade tjanarna ocksa fatt 16n i form av guldsand.

Algebraiska uttryck — hur kan man géra likheter och hur kan man

bendmna dem?

Senare under hdstterminen introduceras algebraiska bokstavsuttryck med hjilp av
cuisinairestavar, detta utgjorde den tredje nyckeluppgiften. Grunden for planeringen
utgjordes av de uppgifter med strackor som ingdr i Davydovs matematiska program. I
inledningen av planeringsarbete hade Mona Hverven skickat en lank till en film fran
1961 ddr sexaringar arbetade med vad lararna uppfattade som avancerade matema-
tiska uppgifter med hjilp av cuisinairestavar®. De bada specialpedagogerna var ocksd

8. http://www.youtube.com/watch?v=aeoMcT5W Ya8 (hamtat den 13 augusti 2012)
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mycket entusiastiska 6ver den potential som ligger i detta material, ocksad rektorn
hade positiva erfarenheter av cuisinairestavar9. Mot den bakgrunden bestamde sig
forskargruppen for att nar det var dags att borja arbeta med algebraiska uttryck for
att vidare utforska inneborden av likheter och likhetstecknet s kunde detta ske med
hjalp av cuisinairestavar. Marianne sager att eleverna fick cuisinairestavarna som ett
jamforelsematerial utan att tillskriva de olika stavarna egenskaper i termer av antal.

Figur 1. Cuisinairestavar http://
en.wikipedia.org/wiki/File:Cuisenaire-
Rods-2.png (hdmtat 2.2 2013)

)

Marianne: Eleverna fick bekanta sig med stavarna och bygga trappor och olika typer av mattor.
[...] ...iallafall s vet jag att Mona hade en idé dar for att det inte ska bli sa skollikt presente-
rat sa tror jag att ... Jag borjade med att de skulle ta en cuisinairestav. ‘Ta inte for kort’, sa jag
kanske. ‘Den behover inte vara pytteliten’ och ‘sen ska ni forsoka hitta tva andra sé att dom
blir lika 1danga’. 'Sa att det blir lika mellan dom hér’. ‘Den och dom tva andra’ [héller upp tankta
stavar]. Och sen fick dom lagga manga sddana representationer och da sa sa jag ‘Men vad ska
vi kalla dom, vad kan man ge dom for namn?’. Jag undrar om det var den véagen? Eller om jag
presenterade A=B+C? ... Sa! tror jag att jag gjorde. Sa ndr dom hade gjort dom har jamforel-
serna sa skrev jag A=B+C. Och da sa jag ‘om vi skulle ge det ni har lagt framfor er namn, vad
ardet dd som ar A?’. .../ Och sen gick jag runt med kameran och bad dom presentera sina ...
"Vilken &r A utav dina?’ 'Det dar ar A och det dar ar B och det dér ar C'. Och sa fick dom lasain i
kameran sina uttryck. Jag tror det var sd jag borjade. /.../ Och da sa jag ‘Maste man kalla dom
... Jajust det, det har med bokstaver A och B och C varfor skulle vi dépa dom till det. Ja det
var ju alfabetet och dom kom i tur och ordning. Det star ocksa i den dar [hanvisar till en skrift]
att barn garna vill att det ska vara ... ‘Men kan man bara, kan man inte ta vad som helst?’ Hur

9. Cuisinairestavar beskrivs som "ett relationsmateriel, baserat pa de specifika attributen farg och
langd. Enheten ar 1 x 1 cm. Det bestar av stavar i tio olika ldngder och farger ddr varje lingd har sin
specifika farg. Detta materiel har i decennier anvénts runt om i varlden for att illustrera grundlag-
gande matematiska begrepp. Stavarna dr inte graderade och de kan darfor representera tal av diverse
slag. De kan bl a anvdndas for att illustrera och trdna principerna for de fyra raknesétten, princi-
perna for matning av olika slag samt brak. Den minsta [kortaste] staven dr 1 cm 1dng och den storsta
[langsta] dr 10 cm 1dng.” Informationen ar hamtad fran http://www.sli.se 8.4. 2013.
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vi nu forde dom héar resonemangen. Och sa dopte viom dom, garna deras eget fornamn. Sa
Wilfred, han ville ju ha W ... [smaskratt] Och s& laste dom uttrycken och sé forsokte jag spela in
hur dom laste uttrycken. (uppféljningssamtal 28 januari 2013)

Elevintervjuer
Sjalvfallet ar det svart att ge en tydlig bild av hur elevernas framvaxande féormdga att
bemastra likhetstecknet i en algebraisk mening utvecklats under pilotprojektet. De
exempel vi presenterar i det foljande ar hamtade fran de videobandade intervjuer som
gjordes med 16 av de 28 eleverna i Mariannes klass. Intervjuerna genomférdes den 27
november 2012 efter ca tre mdnaders undervisning (omfattande ca 2 lektionspass a 30
minuter i veckan). Intervjuerna genomfordes i grupper om fyra elever. Tillgangligt for
eleverna fanns olika material: sma runda brickor, plastade kort med olika tecken pa (=
> <, + -, tarningssymboler 1-6, och sifferkort 0-9 och cuisinairestavar). Vid en forsta
analys av intervjuerna kan vi se att eleverna uppvisade en stor sdkerhet i att hantera
symbolen for likhet medvetet och entydigt. Ingen av de intervjuade eleverna talar om
likhetstecknet i termer av att ndgot blir. Flertalet av eleverna i klassen uppvisade ock-
s en formaga att hantera likhetstecknet i samband med olika algebraiska uttryck.
En av fragorna i intervjun utgick fran ett kort som presenterade uttrycket A=B+C. I
anslutning till uttrycket stalldes foljande typ av fragor: “Jag har en annan konstig sak
som jag inte riktigt vet hur jag ska forstd och den ser ut sd har.” ’Kan man skriva sa
har?” Genom att analysera hur eleverna tar sig an frdgan kan vi urskilja ndgra kvali-

» »

tativa aspekter av elevernas agerande och resonemang som kan ses som indikationer
pa en framvaxande algebraisk resonemangsformadga.

Att representera A=B+C med cuisinairestavar
Genast ndr eleverna i de fyra grupperna far se kortet med uttrycket A=B+C svarar de
Overtygat att man visst kan skriva sadana uttryck.
Fia: Jaaa [med emfas] det dar &r ... men dd maste vi visa med dom har [lutar sig fram och
klappar pa pasen med cuisinairestavar som ligger pa bordet].
[Inger héller ut stavarna pa bordet och de fyra eleverna i gruppen borjar ta stavar och lagga
framfor sig pd bordet. En av eleverna, Fia, hdller en stavi handen och talar samtidigt for sig

sjalv 'En orange ar lika med'...]

Fias yttrande indikerar redan i valet av stavarna att frigan handlar om represente-
ra uttrycket. De andra eleverna vdljer var och en for sig stavar av olika langder och
"lagger” uttrycket A=B+C. De flesta elever valjer med sdkerhet en lite lingre stav [A]
och tvd kortare men olika ldnga stavar [B+C] som tillsammans ar lika ldnga som den
langre staven. Eleverna lagger stavarna sa att de bildar tva parallella lika langa stavar.
Elev: En svart ar lika med en gul och rod |..../ forst kan jag kalla den svarta for A, den gula for

B och sen kan jag kalla den gula C.

Nar eleverna l6ser uppgiften framgar det tydligt att eleverna kan representera A=B+C
med cuisinairestavar med olikartade yttre karakteristika. Olika elever vdljer att re-
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presentera uttrycket A=B+C dar A kan representeras av olika stavar och dar B och C
vdljs i relation till den stav de forst valt som A. Stavarnas specifika yttre karakteris-
tika sdsom farg och langd ar alltsa inte avgorande for elevernas val utan det ar vad en
stav ar "lika med” som de fokuserar, att en stav (A) ar lika med tva olika ldnga stavar
(B+C). Ingen véljer den kortaste staven som A.
Sara: D3 kanske jag kallar den har for A [tar en orange stav, héller upp och lagger pa bordet
framfor sig]
Inger: Okay
Sara: Och sen den dar for B [haller upp en bl stav med héger handen] och den dar for C [tar
med vanster hand en vit stav].
Inger: Okay
Sara: Och da ar dom ju lika. [Placerar de bada stavarnas andar dikt ihop och skjuter fram
dem s3 att de ligger parallellt med den orange staven].

Det blir inte alltid ratt. En elev valjer till exempel tva lika langa stavar som tillsam-
mans ar lika lang som den ldngre staven. En annan elev lagger en 16sning som inte
skapar likhet, det vill sdga de tva kortare stavarna ar tillsammans langre an den forsta
staven. Bada eleverna "ldser upp” den 16sning de lagt med hjalp av stavarna och teck-
ensymboler utan att upptacka att det inte stimmer i relation till uttrycket A=B+C.

Att uttrycka likhet med matematiska symboler
Eleverna far en uppfdljande fridga om de, forutom genom jamforelse, kan ldgga, visa
eller skriva uttrycket A=B+C med hjédlp av symbolkorten for addition och likhets-
tecken.
Inger: Kan du lagga ut (uttrycket) med sddana kort emellan? Har finns bade plus och minus
och allt mojligt ...
Fia: Jaa [Letar bland korten med olika matematiska tecken + =><—]
[Lagger orange stav, ett kort med likhetstecken samt en morkgron stav]
Fia: A ar lika med B ... Jag behover ett plustecken [letar bland korten] ... men dumma, nu har
jaginget. Jo dar okay! [Kompletterar uttrycket med plustecken samt liten rosa stav]. Okay
Inger: Kan du Fia lasa din nu da?
Fia: Okay ... A=B+C [Pekar samtidigt som hon laser uttrycket i tur och ordning pa lang stav
likhetstecken, kortare stav, plustecknet samt den minsta staven]

Eleverna placerar ut symbolkorten i relation till stavarna och laser ut den l6sning de
har lagt.

Att kontrollera och korrigera likheter

Att kombinationen av algebraiska uttryck sd som A=B+C och cuisinairestavar kan ge
mojlighet till kontroll och korrigering har funnits som en dimension redan i tidigare
analys ovan. I detta avsnitt pekar vi mer explicit pa tva aspekter av majligheter till
kontroll av likhet som framtrader i elevernas agerande och resonemang. Den forsta
aspekten ar att i efterhand kunna kontrollera att det de har lagt med hjdlp av stavar

39
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och symboler stimmer, att den likhet de lagt stammer (A=B+C). Den andra aspekten
ar att kunna korrigera sig sjdlv ndr det inte stammer.

Fia har last uttrycket A=B+C och samtidigt pekat pa uttrycket i form av stavar och
tecken framfor sig. Nar hon ar klar s tar hon tag i stavarna:

Fia: Och sa [tar stav "A” med vanster hand och stav “B” med hoger hand (bild 1 nedan), pla-
cerar dem parallellt intill varandra] Och det stammer ju.

Inger: For du kan kontrollera det.

Fia: Det har ar ju A [pekar pa den orange staven (bild 2)]. Och det har &r ju B [pekar]. Och det
har ar C [tar “C” (bild 3) och placerar dikt mot anden pa ”B” parallellt med “A”]. Och dom &r ju
lika 1anga nu [Satter darefter handerna pa var sin sida av stavarnas andar — dvs visar att A ar
lika 1dng som B+C (bilds)].

En signifikant aspekt i sekvensen ar att Fia, pa ett strukturerat satt, visar att hon i
efterhand kan kontrollera att 16sningen stammer.

Figur 2. Bild 1—4. Fia visar hur hon kan kontrollera sin (6sning.

Vid nagra tillfdllen lade eleverna uttrycken med cuisinairestavar och likhetstecknen
respektive additionstecknet "fel”. Men det visade sig i flera fall att de sjalva kunde kor-
rigera sina losningar nar de sag hur de lagt uttrycket eller nar de laste upp uttrycket.

En situation som inrymmer flera sjdlvkorrigeringar uppstod nar eleverna fick fra-
gan om man kunde lagga ett uttryck som M+N=P. Eleverna hade strax innan lagt
uttrycket A=B+C dar likhetstecknet lag till vanster i uttrycket medan det i det nya
uttrycket lag till hoger.

Aron borjar med att matcha likhet mellan en brun stav mot en gul och en kort
morkgron stav. Nar Aron ska lagga uttrycket M+N=P med stavar och symboler lagger
han forst enligt foljande monster: brun stav = ljusgron stav + gul stav. Han lagger allt-
sa forst stavarna efter samma monster som i det tidigare uttrycket (A=B+C). Bredvid
Aron sitter Sara som lagt sina stavar pa foljande satt vit + rod = ljusgron. Inger fragar
Sara vad hon lagt. Samtidigt som Sara svarar och Inger fragar vidare andrar Aron sin
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16sning. Han skiftar snabbt plats pa likhetstecken och additionstecknet — men dndrar
inte placeringen av stavarna sa l6sningen blir nu: brun stav + ljusgron = gul stav (se
bilden nedan).
Inger: [Till Aron] Hur har du lagt? [Aron har fortfarande uppstéllningen brun + ljusgron = gul]
Aron: [Pekar pa stavar, tecken och séger]. A, M &r lika med P plus N &r lika med. [P3 bordet
ligger: brun stav + ljusgron = gul stav. Aron pekar pa likhetstecknet i [6sningen badda gangerna
han sager likamed]. Vanta [Nu skiftar Aron plats pa den bruna och den gula staven sa att 19s-
ningen nu blir gul stav + ljusgron stav = brun stav] Nu [flyttade?] jag stavarna.
Inger: Okay! En gang till Aron far vise ...
Aron: M plus N &r lika med P [gul + ljusgrén = brun]
Inger: Stdmmer det?
Aron: Jaaa

Inger: Okay

e ———

Figur 3. Bild 1—6. Aron korrigerar sin l6sning néir han ldser upp den och ser att den inte stdmmer med
det givna uttrycket

Att prova och utveckla likheter utover det givna uttycket
En aspekt av likhet synliggors nar en elev bedomer en annan elevs forslag till 16sning
som problematisk. I stallet for att foresla hur 16sningen skulle kunna korrigeras reso-
nerar eleven om hur det uttryck som efterfragas skulle kunna byggas ut for att likhet
ska dstadkommas.
[Nils, Pelle, Stina och Fia ska visa hur de kan anvanda cuisinairestavarna for att lagga A=B+C.
Fia tar forst en 1ang stav och lagger sen tva stavar parallellt med den langa — kollar om/att det
blir lika —men verkar inte ndjd. De andra eleverna Nils, Pelle och Stina har under tiden lagt sina
kombinationer av stavar.]

Figur 4. Presentation av uttryck och tillgcingligt material.
Bilden visar dven tva losningsforslag som eleverna lagt.
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Fia: Jag ténker ta ndgon som ingen annan har tagit. [Plockar flera stavar an de tre stavar
som behovs for uppgiften och borjar lagga stavar.]

Nils: S3 dar kan du ju inte gora, det ar bara .../

Fia: Jaha da maste jag val gora sa har.

Inger: Kan du beratta varfor hon inte kan gora sa?

Nils: Darfor da maste hon ha en till [bokstav] dar [pekar till héger om 'C’ pa kortet som visar
A=B+C]./.../

Fia: Jag vet! Ja nu vet jag.

Figur 5. Nils pekar och férklarar hur det givna uttrycket kan be-
héva byggas ut for att Fias forslag ska stdmma.

Sammantaget pekar sekvensen pa att Fia initialt verkar relativt medveten om hur
uttrycket kan 16sas: hon borjade med "en stav ar lika med tva stavar”, kommenterar
forst darefter att hon tanker géra ndgot som ingen annan gjort, genom att anvanda
flera stavar an vad som anges i uttrycket. Nils a sin sida identifierar att Fias kombina-
tion av stavar inte stimmer med uttrycket, men han tanker i sin tur vidare kring fra-
gan om att skapa likhet genom att forklara att det algebraiska uttrycket skulle kunna
utvidgas med ytterligare "en till” [bokstav] for att Fias forslag ska stamma, bli lika.
Nils agerande och resonemang visar att han ar engagerad i problemet med vad som
kravs for att skapa likhet.

Att uttrycka likhet med siffror och bokstdver
Vidare i intervjuerna ser vi ndgra l6sningar dar eleverna beskriver att uttrycket eller
likhetsrelationen A=B+C kan uttryckas med andra bokstaver an just A, B och C. Ett
exempel pa detta ger Igor:
Igor: Man kan anvénda andra bokstaver. Som den ar X och den arY och den ar . [Samtidigt
som Igor kommenterar detta pekar han i tur och ordning pa den langa staven X respektive de
tva kortare stavarna som han nu bendmner som Y och I. De bada kortare stavarna ldgger han

ovanpa ‘X' och som tillsammans &r lika [anga som X].

Figur 6. Igor visar medan han sdger hur hans [6sning kan bendm-
nas med olika bokstdver.

Igor tydliggor att relationen A=B+C i l6sningen med en brun stav, en gul och en ljus-
gron stav (se bilden ovan) lika garna skulle kunna uttryckas som X=Y+I.

Under intervjun moter eleverna for forsta gangen fragan om A=B+C kan beskrivas
med exempelvis siffror (sifferkorten o-g ligger pa bordet) eller med tarningssymbo-
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ler. Eleverna borjar ocksa vid denna fraga genast att lagga uttrycket med olika siffror
och i enstaka fall ocksd med tarningssymbolerna.

Inger: Vad har du har

Igor: laser 10=6+4 [lagger en 1 och en o for att representera 10]

Inger: och vad ar A

Igor: dar [pekar pa 10]

Inger: ar lika med

Igor: [pekar pa talen] B+ C

[ elevernas losningar och resonemang kan vi urskilja en framvaxande fortrogenhet
med att uttrycka likheter pa olika satt och i olika representationer. Eleverna framstar
som bekvima med att préva och representera olika algebraiska uttryck. Aven om
eleverna inte arbetat med siffror sa har de inte nagra egentliga problem att ocksd
exemplifiera olika algebraiska uttryck med siffror. Flera av eleverna kan ocksd argu-
mentera for hur de vet att deras 16sningar ar korrekta och ibland om det blir nagot fel
sa gor de sjalvkorrigeringar.

Att uttrycka likheter pa nya sdtt
En aspekt av elevernas kunnande som kommer till uttryck under intervjun ar att de
sjdlva kan skapa nya uttryck utéver de som presenteras pa korten. I en av gruppin-
tervjuerna fick eleverna cuisinairestavarna innan de fick se uttrycket (A=B+C). Sun
har valt stavar som hon hdller i handen och nar Inger vander sig mot Sun sager hon:
Sun: Vad heter det att, A plus A &r lika med B. [Haller stavar i handen — visar sig senare vara
en rod och tva vita]
Inger: Kan du lagga det ocksa d& om vi har ett plustecken.
Wilfred: [sitter bredvid rdcker plustecken till Inger] Har kommer plustecken!
Inger: [ger plustecknet till Sun] Kan du skriva det da?
Sun: [Lagger vit stav och plustecken och vit stav och likhetstecken samt en réd stav simul-
tant med att hon laser uttrycket] A plus A ar lika med B! Sa!

Inger: A3

Figur7. Bild 1 och 2. Suns l6sningsférslag

Som redan framgatt visar denna tentativa analys av de filmade gruppintervjuerna
att eleverna iakttar, lyssnar pa och kommenterar de olika l6sningar som de andra i
gruppen gor och resonerar kring. I en del fall foljer de med i ndgon annans arbete och
kommenterar, till exempel vad de uppfattar som fel. Ibland blir eleverna inspirerade
av nagon annans lésning och lagger egna likadana. I de flesta fall lagger eleverna dock
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egna l6sningar utan att titta pa vad andra gor. Eleverna i intervjusituationen framstar
som sjalvstandiga i sitt prévande och resonerande. Vidare framstar det av elevernas
olika 16sningar under intervjuerna att likheter kan uttryckas pad mdanga olika sitt,
representerat med olika material.

Diskussion

Projektet som helhet har inneburit stora organisatoriska utmaningar for att kunna
prova och vidareutveckla de uppgifter gruppen planerat for undervisningsexperi-
mentet i Mariannes klass. Aven om Marianne ir en rutinerad lirare var dessa nya
uppgifter inte sjalvklart enkla att genomf6ra i en klass med nastan 30 elever i dldern
6-7 ar. Uppgifterna i sig kravde en kommunikationsintensiv undervisning. Mdlet var
att sd manga av elevernas funderingar, forsok och resonemang som mgijligt skulle
kunna tas tillvara i ett kollektivt samtal och i kollektiva aktiviteter samtidigt som
arbetet skulle dokumenteras. I relation till dessa utmaningar valde Marianne att dela
upp klassen i tva eller tre grupper vilket ledde till att antalet lektioner bade blev for-
hallandevis korta, ca 30 minuter per grupp, och ratt fa, ca tva per vecka for respektive
grupp under hostterminen 2012. Det dvergripande madlet var att utforma uppgifter
i vilka likhetstecknet introduceras i ett algebraiskt sammanhang. Davydovs tanke-
gangar och program fér matematikundervisning och senare utveckling bildade en
inspiration och teoretisk grund i projektet. Hur kan vi da forstd projektet i relation
till sddana teoretiska grunder?

[ foljande avsnitt diskuteras mycket tentativt ndgra fragor kring pa vilka satt upp-
gifterna, undervisningen och elevernas resonemang kan forstds i forhdllande till Da-
vydovs tankeg&ngar om teoretisk abstraktion och teoretiska begrepp. Aven Schmittau
och Morris (2004) argumentation om att den tidiga undervisningen ska bidra till att
utveckla ett pre-numeriskt tinkande av algebraisk karaktar snarare an att eleverna
laborerar med aritmetiska uppgifter som syftar till ett pre-algebraiskt tankande ut-
trycker det vi ville astadkomma. Vidare berdrs fragan om utvecklande undervisning
och larandeverksamhet. Innan vi gar vidare ar det givetvis vasentligt att notera att
var diskussion endast syftar till att peka ut omrdden som ar intressanta for fortsatt
utveckling, studier och diskussion.

En vésentlig utgangspunkt i principen om teoretisk abstraktion ar att teoretiska
begrepp och relationerna mellan sddana begrepp ger redskap for att hantera vad som
ar karnan i ett kunnande (begrepp/fenomen) bortom olikartade yttre karakteristika.
Nar eleverna i intervjuerna stalls infor att visa och resonera om uppgiften A=B+C i
forhdllande till cuisinairestavar framgar det tydligt att de kan visa likheter med sta-
var med sinsemellan olikartade yttre karakteristika som farg och langd - det centrala
ar likheten A=B+C det vill sdga att en stav representerar att A ar lika med tva andra
stavar (B + C) oavsett farg och langd men givet att de tillsammans motsvarar A-sta-
ven. Det framgdr dven att nagra elever utan svarighet resonerar om och visar att de
forstar att man dven kan byta ut bokstaverna i uttrycket A=B+C mot andra bokstaver
t ex X=Y+l. Sdledes, nar eleverna stalls infor att visa och resonera om det algebraiska
uttrycket A=B+C med cuisinairestavar kan vi se att en stor andel av dessa elever kan
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fora resonemang dar likhet och likhetstecken ar centrala.

Schmittau och Morris (2004) argumenterar, som redan namnts, for vikten av en
tidig undervisning som kan bidra till att utveckla ett pre-numeriskt tankande av al-
gebraisk karaktdr. De uppgifter som konstruerades under pilotprojektet byggde, som
framgatt av redovisningen, pd att eleverna stalldes infor uppgifter med redskap av en
pre-numerisk karaktdr sdsom tdrningar, cuisinairestavar och olika symboler. Eller
som i uppgiften som hamtade sin inspiration frdin Neumans Landet Langesen dar
eleverna forsattes i en situation dar de var helt utan alla de redskap som ar sa sjalv-
klara i var kultur. Att inte ha tillgang till siffror, matredskap, pengar och dnda forsoka
bestamma vad som kan vara lika eller olika skapade ocksd en medvetenhet om vad
det ar som vi kanske tar forgivet.

Likhetstecknet i algebraisk mening uttrycker likhet inte en process

[ ett flertal studier konstateras att mdnga elever har svarigheter att forstd likhetsteck-
net som en symbol for likheter pa ett satt som kan ses som adekvat for ett algebraiskt
tankande (Kinard & Kozulin, 2010; Powell, 2012). Genom att studera elevers uppfatt-
ningar av likhetstecknet framkommer att manga elever framst ser likhetstecknet
som en symbol for en process - att ndgot blir eller att det ar ett tecken som indikerar
att det foljer ett svar efter. Denna typ av uppfattning beskrivs som dynamiskt opera-
tionellt. Ett annat satt dr att se likhetstecknet som en symbol for att det som star pa
vardera sida om tecknet ar ekvivalenta. Detta brukar beskrivas som att likhetsteck-
net uppfattas statiskt strukturellt (Bergsten, Higgstrom & Lindberg, 1997). I den am-
nesdidaktiska forskningen fors diskussioner om att elever som tidigt framst uppfattar
likhetstecknet dynamiskt (som i ett aritmetiskt sammanhang kan ses som funktio-
nellt) far svarigheter att langre fram forsta likheter i algebraisk mening (statiskt). I
denna artikel tar vi inte stallning i den diskussionen, istdllet har viivdr analys forsokt
urskilja hur elever uppfattar likhetstecknet da de introducerats till likhetstecknet i en
algebraisk mening.

Inledningsvis hade lararna en forestdllning om att eleverna redan fran forskoleklas-
sen var bekanta med likhetstecknet som symbol och att den inledande uppgiften
med tdrningarna framst skulle fungera som en igdngsattning och ett sdtt att oka
medvetenheten om symbolen som sadan. Nar Marianne rapporterade att det endast
var tva av de 28 eleverna som kom att tanka pa likhetstecknet nar de konstaterade
att de behovde ett tecken for att symbolisera likhet blev ldrarna 6verraskade. De var
ocksa forvanade over att det endast var ett fatal elever som sa att de kdnde igen teck-
net ndr det presenterades vid ett uppfoljande samtal i helklass. Det finns forstas flera
skal till att eleverna inte, sd att sdga, hade tillgang till likhetstecknet trots att de med
sakerhet "sett” och "anvant” det tidigare. Ett skdl hdanger rimligen samman med att
eleverna i uppgiften var uppmanade att anvanda tecknet for "mindre an”. Att da valja
ett annat tecken fran ett annat sammanhang kraver att de skulle kunna "se” tarnings-
uppgiften som ett exempel pa de uppgifter de jobbat med i forskoleklassen. Sddan
transfer vet vi ar komplicerad (Siljo, 2000). Ett annat skal kan kopplas samman med
att elever i tidig skoldlder vanligen moter likhetstecknet i relation till olika enkla
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aritmetiska uppgifter av typen 2+3=_. Wernberg (2009) sdger att det ar problematiskt
[O]m eleverna i en undervisningssituation hela tiden méter exempel som varierar
bdde i l6sning och hur man tecknar ekvationen, [dd] 6ppnas det inte for dimension
av variation av likhetstecknets betydelse. /.../ eleven ges inte mdjlighet att urskilja
att hoger och vinster led dr ekvivalent eftersom ingen variabel hdlls konstant, allt
varierar. Elevens uppmdrksambhet dr dd troligtvis pd vilket virde X har. (Wernberyg,

2009: 33)

Wernberg (2009) utgdr i sitt resonemang ifran ett variationsteoretiskt perspektiv. I
det perspektivet antas att eleverna framst urskiljer sddana aspekter som varierar. Det
som inte varierar antas darmed vara svdrare att fa syn pa. Med hjalp av ett varia-
tionsteoretiskt tinkande kan introducerande aritmetiska uppgifter konstrueras med
storre medvetenhet om att forsoka fa inneborden av likhetstecknet att framtrada.
Wernberg exemplifierar detta med foljande exempel:

2x=4
3X-4=X
4+X=3X

Forst kanske det ser ut som ekvationerna dr olika, men det dr samma vdrde pd x
i alla tre ekvationerna, det dr endast uttryckt pa olika sdtt. /.../Den mest tydliga
skillnaden dr mellan andra och tredje ekvationen. En aspekt som hdr kan urskiljas
dr likhetstecknet, att héger och vdnster led dr ekvivalent. (Wernberg, 2009: 32-33)

Kopplat till diskussionen om empirisk respektive teoretisk abstraktion kan fragan yt-
terligare nyanseras. Om det dr talen i uppgifter (till exempel 2+3=_ eller 2+_=5) som
varierar och likhetstecknet ar givet (oavsett om det ar fortryckt eller om eleverna
skriver det) kan det finnas en risk for att eleverna ser till de "yttre” latt iakttagbara ka-
rakteristika som foreligger i uppgiften — namligen att de uppfattar att det ar en siffra
som efterfragas och att syftet ar att finna "ratt” siffra. I de uppgifter vi arbetat med har
vi dels valt att kontrastera likhetstecknet med tecknen f6r "mindre dn” och "storre an”
och dels valt nyckeluppgifter som alla har syftat till att lagga fokus pd skapandet av
likheter respektive olikheter och hur dessa kan symboliseras med hjélp av vedertagna
matematiska symboler. I stdllet for att fokusera olika siffror eller tal och l6sningar har
uppgifterna utformats for att skapa forutsattningar for pre-numerisk uppfattning om
likheter av algebraisk karaktar (Schmittau & Morris, 2004).

Nyckeluppgifter som redskap for ldrandeaktiviteter
Idén om lirandeverksamhet (Davydov, 2008; Kinard & Kozulin, 2010) grundas i ett
antagande om att elever potentiellt kan utveckla behov och motiv for larande genom
ett engagerat deltagande i exempelvis en matematisk problemlosande aktivitet. Da-
vydovs och aven Neumans tankegangar innebar vidare, bland annat, att uppgifter be-
hover utformas for att ge forutsattningar for att eleverna kan aterupptacka historiskt
och kulturellt utvecklade matematiska principer och strukturer.

I projektet utformades en uppgift "Landet ldngesen” som forsatte eleverna i ett
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sammanhang som var helt utan alla de matematiska redskap som ar sjdlvklara i var
kultur. Uppgiften och undervisningen innebar vidare att eleverna stalldes infor le-
vandegjorda problemsituationer, exempelvis att kungens tjanare kande sig orattvist
behandlade eftersom de inte fick lika 16n och elever uttryckte att ’de kunde forsta’ det
vill sdga forestdlla sig situationen. Eleverna hade en mojlighet att "ga in i” en social
situation eller verksamhet med reella behov av att bestimma vad som kan vara lika
eller olika (rattvist eller orattvist) men utan att ha tillgang till siffror, matredskap el-
ler pengar. I den gemensamma problemlésningen kom de fram med olika forslag pa
hur man skulle kunna maéta och jamféra och kom aven 6verens om att likhetstecknet
eller tecken for storre an eller mindre an kunde anvandas for att beskriva resultatet.

Eleverna blev patagligt engagerade i att tanka och resonera kring hur de kunde l6sa
de problem som invdnarna i Landet Langesen stdlldes infor och sag dven behov av
matematiska symboler som likhetstecken. Vi ser detta engagemang i den gemensam-
ma problemlosningen som en indikation pd potentialerna i nyckeluppgifterna som
innebar att elever upplever behov av kunskaper och redskap som utvecklats kulturellt
och historiskt. Ett behov som riktar uppmarksamheten mot det kunskapsinnehall
som lararna var intresserade av att eleverna skulle utveckla (Kinard & Kozulin, 2010).

En annan aspekt av nyckeluppgifterna dr att eleverna stalldes infor situationer som
inrymmer aspekter av problemlosning. Att eleverna blir engagerade i prévande och
resonerande om l6sningen av problem pekar mot mojligheterna i att utforma nyckel-
uppgifter som kan erbjuda méjligheter till bide gemensam och individuell problem-
16sning.

Arbetet med problemldsning kan dven sattas in i ett vidare perspektiv utifran Da-
vydov. Att undervisningen mojliggor tankeexperiment, reflektioner och analys ar
aspekter som potentiellt kan bidra till utveckling av teoretiskt tainkande eller med-
vetenhet (Davydov, 2008:117). Vi ser att elevernas arbete med problemlésning; i "ska-
pandet” av likhetstecken; i resonemang kring att jamfora och mata sa det blir lika; i
provande och resonerande i relation till algebraiska uttryck, indikerar begynnande
utveckling av teoretiskt tankande eller medvetenhet som ar intressant att arbeta vi-
dare med bdde i utformning av nyckeluppgifter och undervisning. Utifran sadana
nyckeluppgifter skapas ocksa forutsattningar till fordjupade och systematiska studier
av elevers larande och kunskapernas innehall.

Avslutningsvis vill vi lyfta fram Mariannes tankar och erfarenheter kring vardet
av att arbeta fordjupat med problemlosning tillsammans med eleverna pa detta satt.

... vi har aldrig ndrmat oss det har sattet att tanka matematik [ohdrbart] sen nar vi kommer
till problemldsning sa ar det svart att [6sa problem. Sa att larare Gver lag tycker att dom avsnit-
ten &r jattejobbiga for ungarna sitter hela tiden sa har [markerar], fér dom har ingen vanaii att
sitta och klura. /.../ Men alltsa det &r s3 himla och det &r sd intressant a se ... barn gillar ju sént
som d&r lite gatfullt men vi starinte ut med det som larare. For att det gar for langsamt och det

ar for manga hander i luften, lite sa dar. (Uppfoljningssamtal 28 januari 2013)
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