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Som redaktor ar det intressant att notera att vi under vissa
perioder fir in mdnga artiklar inom samma dmnesomrade.
Exempelvis har vi nu flera artiklar i granskningsprocessen som
ar relaterade till svenskamnet. Av samma anledning kommer
vi detta dr att ha publicerat mdnga artiklar inom matematik.
Under vdra forsta elva ar publicerade vi totalt 14 matematik-
didaktiska artiklar. I ar har vi i de tva forsta numren publi-
cerat sju, varav fem i temanumret: Matematikinterventioner i
forskola och férskoleklass (vol. 12, nr 2, 2024). Detta nummer
presenterar ytterligare fyra matematikdidaktiska artiklar.
Detta innebar att i och med detta nummer finns det 25 mate-
matikdidaktiska artiklar som baseras pa studier genomférda
i forskolan, forskoleklasser, grundskolan och i olika program
i gymnasieskolan. Detta innebar att artiklar som adresserar
fragor om barns och elevers matematiklarande har ett dom-
inerande inslag gallande Forskuls dmnesdidaktiska bidrag, en
bild som dock kan komma att dndra sig framover.

I detta nummer presenteras, som namnts, fyra artiklar dar
den forsta ar genomford med de yngsta barnen i forskolan, den
andra bygger pa en studie i rskurs 2, den tredje i drskurs 5 och
den fjarde i arskurs 9. De tre forsta fokuserar pa ett speciellt
matematiskt fenomen; tal, cirkel respektive brak. Den fjarde
fokuserar pa det matematiska samtalet med elever som har
svenska som andrasprak. Aven om artiklarna har genomforts
med specifika dldersgrupper finns det bade metodologiska och
innehallsliga aspekter som kan vara av stort varde for larare
som vill utveckla sin undervisning, oavsett dlder pd barnen
man arbetar med.
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Den forsta artikeln forhandspublicerades 29 augusti, 2024, och har titeln, Matematikundervis-
ning i férskolan - toddlare urskiljer kardinalitet genom att spela lotto. Artikeln handlar om hur
1- till 3-aringar, de som i artikeln bendmns toddlare, kan ldra sig att urskilja kardinalitet som en
aspekt av tal. Forfattarna Hanna Palmér, Camilla Bjorklund och Lena Landgren skriver att
kardinalitet, for de minsta barnen, exempelvis handlar om att forsta att talet fem representerar
antalet fem féremal. Det kan vara latt for barn att forstd kardinalitet av mangden ett, tva och tre,
men att de behover uppfatta kardinalitet av en mangd for att forsta att alla tal har en kardinal
betydelse. Artikeln bygger pd en studie genomférd pa tre forskolor, dar forskare och férskol-
larare har samarbetat for att utveckla ett lottospel som kan hjdlpa elever att forsta kardinalitet.
Spelet har utvecklats pa variationsteoretisk grund och forfinats i en iterativ process. Resultatet
utgors inte enbart av hur ett spel kan utformas utan bidrar dven med kunskaper om vilka strate-
gier forskollararen kan anvdnda i spelet for att fraimja larande.

Den andra artikeln, Lédrares méjligheter att framja elevers teoretiska arbete med geometriska be-
grepp - ldrandeverksamhet om cirkel, ar skriven av Helena Eriksson, Jenny Fred, Marie Bjork
och Gunilla Pettersson Berggren. | artikeln argumenterar de for att elever behover erbjudas
en undervisning tidigt i grundskolan dar de far utforska cirkelns konstruktion och de begrepp
som behovs for en sddan konstruktion. Forfattarna har i detta smdskaliga forskningsprojekt,
bestdende av tre forskningslektioner med elever i drskurs 2, anvant sig av larandeverksamhet
bade for att designa uppgifterna och for undervisningens genomférande. Med utgangspunkt
i att en larandeverksamhet uppstar endast om eleverna deltar och engagerat forsoker losa ett
visst problem, ar lararens verbala och icke-verbala kommunikativa handlingar ocksa viktiga.
Lararen kan exempelvis provocera eller ifrdgasdtta olika forslag - allt for att hjdlpa eleverna till
en fordjupad kollektiv reflektion.

Undervisning som utvecklar elevers férmdga att forsta likvdrdiga brdk heter den tredje artikeln.
Den ar skriven av Cecilia Sveider, Anja Thorsten och Joakim Samuelsson och bygger pad
en learning study med tre grupper av elever i drskurs 5 dar larandeobjektet innehdllsligt foku-
serade pd likvardiga brdk. I artikeln presenteras resultat fran bade observationer genomforda
under de tre forskningslektionerna och fran de for- och eftertest som gav indikationer om vad
eleverna kunde fore och efter forskningslektionen. I denna learning study anvande forfattarna
variationsteori for att designa lektionerna. Forfattarna argumenterar for att eleverna hade battre
kunskaper om likvardiga brak efter varje lektion, och sarskilt noterbart efter den tredje. Det som
framstar som sarskilt avgérande for elevernas larande var lararens anvandning av kontraster och
tallinjen.

Den fjarde och sista artikeln i detta nummer ar forfattad av Eva Norén, Charlotte Ahlstrom
och Anne-Lie Hellstrom och har titeln Det matematiska samtalets utmaningar - andrasprdkse-
lever samtalar for att [6sa matematiska problem i en bedomningssituation. Artikeln tar fasta pa att
det, i det nationella provet i matematik for drskurs 9, ingdr en muntlig del dar elever forvantas
resonera sig fram till en 16sning pa ett givet problem. Denna typ av provsituation kan vara extra
utmanande for elever som har svenska som andrasprdk. Forfattarna stdllde sig frdgor om vilka
sprakliga strategier eleverna anvander sig av och hur de lyssnar pa varandra, men ocksd hur de
bygger vidare pa varandras idéer. De var ocksa intresserade av vad som kan underlatta och vad
som kan hindra eleverna att i samtalet komma fram till en 16sning. I artikeln konstaterar forfat-
tarna att de elever som inte bemdstrar svenska kan ha svart att visa sina matematiska kunskaper
i en bedomningssituation. Utifran resultatet argumenterar forfattarna for att elever behover fa
trdna pa att anvanda sprakliga strategier som majliggor for dem att férdjupa samtalet, exempel-
vis med framdtriktade fragor. Denna artikel forhandspublicerades den 27 maj, 2024.
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I och med detta nummer har jag skrivit mitt sista redaktdrsord och efter fem ar lamnar jag nu
over stafettpinnen till Angelika Kullberg. Hon ar ar professor i damnesdidaktik med inriktning
mot matematik vid Institutionen for didaktik och pedagogisk profession pa Goteborgs univer-
sitet. Hennes forskningsintresse handlar fraimst om relationen mellan undervisning och elevers
larande. Angelikas ldnga erfarenhet av undervisningsutvecklande forskning kommer att hjdlpa
till att bidra till Forskuls fortsatta utveckling.

Under dessa fem dr har Forskul sdkerstallt sin position som en rankad vetenskaplig tidskrift,
dar allt fler larare, forskare och det som kanske ska bendmnas som forskande larare har upptackt
oss. | detta arbete har Lararstiftelsen med den tidigare ansvarige utgivaren Ann-Charlotte Er-
iksson och den nuvarande Malin Tufvessons positiva installning till att fa Forskul att bli en del
av Kungliga bibliotekets plattform Publicera varit avgorande. I detta arbete har var "standige”
redaktionssekreterare Anna Sandstréom varit en klippa och en idog och klok kraft. Aven redak-
tionsradet och personerna bakom Publicera har bidragit till att vi nu har sdkerstallt tidskriftens
kvalitet, sd val nationellt som internationellt.

[ och med detta tanker jag att Angelika framéver kan ldgga ner sin expertis och sin klokskap pa
att vidareutveckla Forskul i vart langsiktiga, och ibland médosamma, arbete i att skapa en for-
staelse for, och kunskap om, den typ av forskning som vi vill vara en kanal for. Att 6ka var allas
medvetenhet om vikten av undervisningsutvecklande forskning med och for larare (alla sorter
och i alla skolformer) for att pa detta satt vidga och fordjupa den kunskapsbas som en skola pa
vetenskaplig grund sd val behover.

Samtidigt med detta vill jag for min och Forskuls rakning tacka alla granskare som sd for-
tjanstfullt gor det grundlaggande arbete som kravs for att Forskul ska kunna vara en vetenskap-
lig, och for skolans utveckling viktig, tidskrift.

De granskare som har bidragit med sitt arbete under 2023, och som har givit sitt samtycke
till att presenteras, ar: Karin Alnervik, Pernilla Andersson-Varga, Maria Andrée, Erik Backman,
Camilla Bjorklund, Svanhild Breive, Ingrid Carlgren, Susanne Duek, Andreas Eckert, Erlend
Eidsvik, Helena Eriksson, Liv Gjems, Camilla Gafvels, Yvonne Hallesson, Asa Hirsh, Claire
Hogart, Nina Kilbrink, Jorgen Klein, Angelika Kullberg, Karin Lager, Hakan Larsson, Caroline
Liberg, Viveca Lindberg, Bengt-Goran Martinsson, Lisa Mohlin, Malin Norberg, Andreas Nord,
Anna Nordenstam, Karolina Muhrman, Anna Palmer, Hanna Palmér, Petra Anna Petersen,
Astrid Pettersson, Paola Valero, Pia Raattamaa Visén, Karin Redelius, Ulla Runesson
Kempe, Ann-Sofi R6j-Lindberg, Catharina Schmidt, Anette Svensson, Anna-Ida Safstrom, Mats
Tegmark, Torbjorn Tambour, Susanne Thulin, Anita Varga, Anna Wernberg och P-O Wickman.

Inger Eriksson @

Inger Eriksson ar redaktor for Forskning om undervisning och larande. Hon &r professor i pedagogik
vid Stockholms universitet och tidigare en av de vetenskapliga ledarna vid Stockholm Teaching and
Learning Studies, STLS. Idag ar hon dven ansvarig for uppbyggnaden av samverkansplattformen
Orebro-ULF, praktikutvecklande forskning vid Orebro universitet.
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Sammanfattning

Denna artikel tar utgangspunkt i ett kombinerat forsknings- och utvecklings-
projekt som har bedrivits i samarbete mellan tva forskare och tre forskolla-
rare. Fokus i artikeln &r hur ett lottospel, designat utifran variationsteoretiska
principer, kan géra det mojligt for toddlare (1—3 ar) att urskilja kardinalitet som
en grundldggande aspekt av tal. Utifran analys av 195 videoinspelningar, dar
toddlare spelar lottospelet tillsammans med sin forskollarare, synliggors dels
hur de teoretiska utgangspunkterna for spelet realiseras i praktiken, dels vad
matematikundervisning med forskolans yngsta kan innebéra. Resultatet visar
att lottospelets design majliggdr, men inte garanterar, att kardinalitet urskiljs
av barnen. | vilken utstrackning kardinalitet urskiljs av barnen kan relateras till
hur forskollararna anvander representationer och gester. Artikeln visar ddrmed
pa forskollararens viktiga roll i tidig matematikundervisning.

Nyckelord: matematik, toddlare, kardinalitet, spela spel

Abstract

This article is based on a combined research and development project, conduc-
ted in collaboration between two researchers and three preschool teachers.
The focus of the article is on how a lottery game, designed on variation theory
informed principles, can enable toddlers (1- to 3-year-olds) to discern cardina-
lity as a fundamental aspect of numbers. Based on the analysis of 195 video
recordings, where toddlers play the lottery game together with their preschool
teacher, the results visualize how the theoretical principles for the game are
realized and what mathematics education with toddlers may imply. The results
show that the design of the lottery game enables, but cannot guarantee,

that cardinality is discerned by the children. The extent to which cardinality

is discerned by the children can be related to how the preschool teachers use
representations and gestures. The article thus shows the important role of the
preschool teacher in early mathematics education.

Keywords: Mathematics, Toddlers, Cardinality, Game
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Introduktion

Enligt forskolans laroplan ska det ingd undervisning i utbildningen och denna undervisning ska
vila pd vetenskaplig grund (Skolverket, 2018). Gédllande vetenskaplig grund i forskolans utbild-
ning finns en stor mangd forskning om yngre barn och matematik generellt och inom omradet
tidig taluppfattning specifikt (se Pitta-Pantazi m.fl., 2014). Denna forskning visar att aven yngre
barn kan utveckla forstdelse for olika innehdllsomrdden inom matematik (English & Mulligan,
2013; McMullen m.fl,, 2019; Vogt m.fl., 2018), och flera studier visar att denna tidiga forstaelse
inte enbart ar viktig for barnen dar och da, utan dven har positiva effekter pa senare skolpresta-
tioner. Dessa positiva effekter gdller inte enbart matematik utan dven andra amnesomrdaden som
naturvetenskap och lasning (Duncan m.fl., 2007; Perry & Dockett, 2008).

Trots den stora mangd forskning om yngre barn och tidig taluppfattning ar det dock ytterst
fd av dessa studier som inkluderar forskning om undervisning, det vill saga forskning om hur
forskolans undervisning kan eller bor utformas eller hur barn genom undervisning kan ges moj-
lighet att lara om tal och utveckla aritmetikfardigheter. En utvardering av Skolinspektionen
(2017) visar vidare att matematikundervisningen i en majoritet av svenska forskolor behover
vidareutvecklas eftersom mdnga forskolldrare ar osakra pa hur de kan undervisa i matematik.
Denna osdkerhet leder, enligt Skolinspektionen, till att situationer i forskolan som skulle kunna
stodja barns larande, av till exempel tal och tidig aritmetik, ofta missas. Samtidigt som det finns
vetenskaplig grund for vikten av att barn tidigt utvecklar forstdelse for tal och aritmetik, finns
det alltsa bade inom forskning och i forskolans praktik begransade vetenskapligt grundade kun-
skaper om hur matematikundervisning med de yngsta barnen kan genomforas i forskolan. Det
finns dock forskning som visar att vi inte kan ta for givet att barn uppmarksammar tal och arit-
metik i omgivningen, tvart om visar studier (t.ex. Hannula m.fl.,, 2005, 2007) att barn kan delta i
situationer som, ur vuxnas perspektiv, innehadller tal och aritmetik utan att detta uppmarksam-
mas av barnen. Hur barn genom undervisning kan uppmarksammas pa tal och aritmetik i sin
omgivning ar darfor av relevans att studera.

Eftersom undervisningsbegreppet av tradition inte har anvants i férskolan i samma omfatt-
ning som i skolan ar det dock inte sjalvklart hur undervisning ska forstas i forhdllande till for-
skolans verksamhet. I tidigare studier (Bjorklund & Palmér, 2019, 2024) har relationen mellan
matematikundervisning och lek i forskolan problematiserats. Studierna visar att det ar mojligt
att i lek undervisa ett innehdll som bidrar till att leken utvecklas genom att barnen erbjuds
nya erfarenheter och fardigheter inom lekens ramar. Nar undervisning gér majligt for barn att
utveckla for leken nodvandiga kunskaper kan detta driva leken framat. Det kraver dock att in-
teraktionen mellan forskollarare och barn samtidigt ar riktad bade mot malet for leken och mot
hur barnet forstar det for leken nédvandiga innehdllet. Ofta blir dock den matematik som un-
dervisas inte nodvandig for en lek eller aktivitet, utan i stéllet paklistrad, vilket i varsta fall kan
leda till att barn far en felaktig bild av matematik som nagot som inte har med deras livsvarld
och intressen att gora.

Denna artikel tar utgdngspunkt i ett kombinerat forsknings- och utvecklingsprojekt som har
bedrivits i ndara samarbete mellan tva forskare och tre forskollarare som arbetar pa tre olika for-
skolor. Syftet med projektet har varit att utveckla forskoledidaktik med fokus pa tal- och tidig
aritmetikforstdelse. Matematikinnehallet i studien utgdr ifran forskolans laroplan i vilken antal,
kvantiteter och ordning lyfts fram som exempel pa matematiskt innehdll som férskolan ska ge
varje barn forutsattningar att utveckla forstdelse for (Skolverket, 2018).

En del av det kombinerade forsknings- och utvecklingsprojektet som utgor utgangspunkt for
denna artikel har fokuserat hur redan pagdende aktiviteter i forskolan kan utvecklas till mate-
matikundervisning dar toddlare (1-3 &r) ges mojlighet att utveckla forstaelse for tal. D4 tidigare
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studier (bl.a. Breive m.fl., 2018) har visat pa begrdansningar vid implementering av undervisning
utvecklad enbart av forskare, gjorde forskarna inledningsvis observationer av férskolornas paga-
ende verksamhet. Observationerna gav information om aktiviteter som toddlarna dgnade sig at
spontant, samt pa vilka satt de engagerade sig i de av forskolldararna planerade aktiviteter. Dessa
observationer visade att olika typer av lottospel var en aktivitet som toddlarna ofta deltog i
varfor ett lottospel designades utifran variationsteoretiska utgangspunkter (se avsnitt Teoretisk
grund for lottospelet) och tidigare forskning. Dessa utgangspunkter borde teoretiskt gora det
mojligt for barnen att urskilja tals kardinalitet genom spelet. Lottospelet prévades och utvarde-
rades empiriskt i tre férskolor i en iterativ och kollaborativ process under tre terminer. 195 video-
inspelningar dar toddlare spelar lottospelet tillsammans med forskolldrare ligger i denna artikel
till grund for analys av forskolldrarnas strategier for att hjalpa barnen att urskilja kardinalitet
som en for leken nédvandig kunskap for att framgdngsrikt spela spelet. Syftet ar att férdjupa
forstaelsen for hur undervisning vid spelande av lottospelet kan bidra till att toddlares formdaga
att urskilja kardinalitet. Foljande fragor fokuseras specifikt pa:

1. Vilka strategier anvander forskolldararna for att hjalpa barnen att urskilja kardinalitet
ndr de spelar lottospelet?

2. Hur mojliggor dessa strategier att barnen kan urskilja olika aspekter av kardinalitet?

Tidigare forskning
[ detta avsnitt presenteras inledningsvis tidigare forskning om lek och undervisning i férskolan
foljt av ett avsnitt med fokus pa kardinalitet, representationer och gester.

Lek och matematikundervisning i forskolan

Det finns ingen samstammighet i hur lek bor definieras (Pramling m.fl., 2019) och liknande
osdkerhet rader dven kring definition av undervisning i forskolan (Sheridan & Williams, 2019).
En f6ljd av dessa oklarheter ar att &ven sambandet mellan lek och undervisning blir oklart. Trots
att lek och undervisning ibland skrivs fram som olika verksamheter (se t.ex. Sundsdal & @ksnes,
2015) finns det dock ménga likheter och gemensamma drag som ger anledning till att ndrmare
studera hur lek och undervisning kan ses som kompletterande eller till och med sammanfldtade
verksamheter (Pramling m.fl., 2019).

En gemensam aspekt for lek och undervisning ar att de bada inbegriper ramar och regler. I
undervisningssammanhang ar det oftast den vuxna, forskolldararen, som har mandat att satta
upp ramar och regler for vad som ska goras och vad som far goras. I lek ar det vanligen lekdelta-
garna sjalva som satter ramar och regler fér vad man kan och far géra. Ramarna och reglerna ar
dock i staindig omférhandling och driver pa sa satt leken framat. En annan gemensam aspekt for
lek och undervisning ar att bada alltid har en riktning. Lekens riktning beskrivs dock vanligen
som Oppen att ta oforutsagbara vagar, samtidigt som lek alltid har ett syfte och en stravan mot
nagot mal "vi leker affar dar du ar forsaljare och det kommer en tjuv”. Undervisningens riktning
har dock ett tydligare mal gillande ett innehdll som ndgon forvantas utveckla sitt kunnande om
(Pramling Samuelsson & Pramling, 2013).

Nar lek och undervisning vavs samman, kan det utifrdn ovanstaende resonemang uppsta ett
spanningsfalt mellan lekens frihet och omférhandlingsbara ramar och mal, och undervisning-
ens innehdllsorienterade ramar och mal (Bjorklund & Palmér, 2019). Leken som fokuseras pa i
denna artikel ar spelandet av ett lottospel. I spelet ar det inte lekdeltagarna som sdtter ramar
och regler f6r vad som ska eller far goras utan ramar och regler tillhor spelet som sddant (dven
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om de givetvis kan omférhandlas av dem som spelar). Vidare ar riktningen 4 ena sidan bestamd,
avseende spelets mal, men a andra sidan kan végen till detta mal se olika ut diar den vuxne ar
deltagare i spelet pd samma villkor som barnen. Pa sd vis kan spelande av spel forstds som en
aktivitet dar granserna mellan lek och undervisning i stor utstrackning suddas ut. Synen pa den
vuxnes roll som en medspelare i leken ar i linje med van Oers (2010) som beskriver lek som ak-
tiviteter dar bade barn och vuxna dr fria att utforska olika innehdll och initiera olika riktningar
for leken. Den vuxne dr da en deltagare i leken pa lika villkor som barnen, samtidigt har denne
ocksa ansvar for att larande i leken gors mojligt, bland annat genom att stdlla relevanta riktade
fragor eller erbjuda material, miljéer och problem att l6sa inom lekens ramar.

Kardinalitet, representationer och gester

Den kanske mest vanliga fragan av matematisk karaktar som barn i forskoledldern méter ar "kan
du rdkna hur mdnga?”. Det som fragas efter ar ett exakt antal element i en given mangd (Gelman
& Gallistel, 1978). Kardinalitet, i betydelsen exakt antal element i en given mdngd, har under lang
tid varit av stort intresse inom forskning om matematiklarande. Att uppfatta att rakneord kan
betyda ett exakt antal och att tvd mangder kan bestd av samma eller olika "mdnghet” ar inte en
forstaelse som barn fods med. I stallet utvecklar barn vanligtvis den forstaelsen under sina for-
sta fyra levnadsdr och darefter fortsatter forstaelsen for tal att utvecklas och nyanseras som en
del av den viktiga taluppfattningen som aritmetik- och dven andra matematikfardigheter bygger
pa (Fuson, 1992). Givetvis varierar kunskaperna om tal mellan barn (Bjérklund m.fl., 2022). Man
har dock i jamforande studier sett att barn generellt utvecklar forstdelse for kardinalitet i tre till
fyradrsaldern, oberoende av var i varlden de vaxer upp (Sarnecka m.fl., 2017) men med viss skill-
nad beroende pd hur olika sprak gor skillnad pa ord i singular och plural (Sarnecka m.fl., 2007;
Wynn, 1990, 1992). I svenska gors till exempel skillnad mellan en hund och tva hundar, men ar
det tre eller flera har hundarna samma pluralandelse som tva. Studier har dokumenterat att barn
successivt uppfattar kardinalitet for mangden ett, foljt av mangden tva och darefter tre, men att
ndr barnen uppfattar kardinalitet av mdngden fyra generaliseras vanligtvis forstdelsen sd att alla
tal far en kardinal betydelse (Bloom & Wynn, 1997; Sarnecka & Carey, 2008).

Nar ett barn far frdgan "hur mdnga” forvantas de svara med ett rakneord, eller genom att visa
ett antal fingrar som betyder det totala antalet i den givna mangden. For att komma fram till
svaret pa fragan "hur mdnga” ar ett, for barn, vanligt tillvigagangssatt att rakna upp ett rak-
neord for varje foremdl och samtidigt peka pa ett foremal i taget for att pd sd vis hdlla ordning
pa vilka foremal som rdaknats. Detta tas ofta som ett uttryck for att barn uppmarksammar hur
kvantiteter och rakneord pa nagot satt hor ihop. Att anvanda sig av rakneord dar kardinalitet
ar den framtrddande inneborden forutsatter darutéver kunskap om hur rakneord eller andra
representationer kan anvandas for att kommunicera detta samband. Eftersom tal inte ar objekt
i fysisk mening (man kan inte "ta” pa ett tal utan tal ar en egenskap hos en mangd objekt) ar
inneborden endast tillganglig genom ndgon form av representation. Med representation avses
tecken, verbala uttryck eller objekt som star for (representerar) ndgot annat dn sig sjalvt (Goldin
& Shteingold, 2001). Dessa representationer kan vara perceptuellt lika men matematiskt olika
(till exempel tva respektive tre prickar), eller perceptuellt olika men matematiskt lika (till exem-
pel tre prickar och tre fingrar). I manga situationer som barn méter forekommer det dtminstone
tva representationer som anvands mer eller mindre medvetet (Duval, 2006). Representationer
som ofta framhalls i matematikdidaktisk forskning ar verbala och skrivna symboler, bilder, verk-
liga situationer samt modeller (Lesh, 1981). Samtidigt som representationer hanvisar till en viss
betydelse ar dessa tillgangliga for tolkningar, manipulationer och diskussion endast genom re-
presentationerna (Goldin, 2014).
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Forskning om representationer bedrivs inom flera olika falt och, daven om de teoretiska grun-
derna for forskningen skiljer sig at, delas slutsatsen att matematikldarande involverar och starks
av formdgan att gora kopplingar och se samband inom och mellan representationer (se Duval
2006; Goldin, 2014; Lesh 1987). Sddana kopplingar och samband urskiljs dock inte automatiskt
av barn utan behéover pekas ut, till exempel i undervisning (Bjorklund m.fl., 2021). Genom att i
undervisning erbjuda olika representationer kan barn erfara hur samma innehall kan represen-
teras pa olika sdtt och hur vaxlingar inom och mellan olika representationer kan goras utan att
sjdlva inneborden for det som representeras forandras. En nyligen genomférd studie om hur re-
presentationer mojliggor larande av matematik for toddlare, i samband med bokldsning, visade
att variation inom en representation (till exempel variation av fingerménster) mojliggjorde for
barnen att urskilja antal i storre utstrackning an variation mellan representationer (till exempel
fingermonster och verbala symboler) (Bjorklund & Palmér, 2022). Det finns ocksa beldgg for att
barn som anvander fler representationsformer (dven om de inte anvands pa korrekt satt) i hogre
utstrackning och tidigare utvecklar forstdelse for kardinalitet an barn som anvander en repre-
sentation mer ensidigt (Gibson m.fl., 2019).

Vidare anvands ofta gester tillsammans med representationer vilket har visats fraimja matema-
tiklarande for yngre barn (Ping & Goldin-Meadow, 2008; Robutti, 2014; Valenzeno m.fl., 2003;).
Det finns olika typer av gester som kan anvandas for olika andamadl dar pekande gester syftar till
att rikta uppmarksamheten mot ett specifikt objekt, representativa gester syftar till att synlig-
gora mening bokstavligt eller metaforiskt (till exempel att géra en inramande cirkular rorelse
med handen for att synliggora en gruppering av féoremdl), samt motoriska och rytmiska gester
som att rdkna hogt och peka pa de raknade féremadlen i en en-till-en-korrespondens (McNeill,
2005). Gester har pa sd satt visat sig vara en resurs for att stodja kopplingar fran en representa-
tion till en annan (Radford, 2003).

Teoretisk grund for lottospelet

Lottospelet utvecklades utifran variationsteoretisk (VT, se Marton, 2015) grund i syfte att moj-
liggora de basta forutsattningarna for toddlarna att i spelet urskilja kardinalitet som en aspekt
av tal. VT riktar uppmarksamheten mot hur en individ uppfattar innebdrden av ett fenomen. I
varje situation kan flera aspekter av ett fenomen urskiljas, och de som urskiljs ar avgérande for
hur fenomenet i fraga uppfattas. Barn som hor rakneord anvdndas i ett visst sammanhang kan
darfor uppfatta och anvanda rakneord pa distinkt skilda satt; vissa barn uppfattar tals kardinali-
tet och tolkar da rakneord som att de beskriver en samlad helhet av delar, medan ett annat barn
uppfattar rakneord som ord i en bestamd ordning men saknar kardinal innebord. Det som gor
att barnen uppfattar och anvander rakneord pa olika sitt ar d4, enligt en variationsteoretisk for-
klaring, att det forsta barnet har urskilt aspekten kardinalitet men inte det andra barnet (se dven
Bjorklund m.fl.,, 2021). Enligt VT innebar larande att en individ urskiljer nya och nédvandiga
aspekter av ett fenomen och teorin erbjuder strategier for hur en aktivitet (undervisning) kan
utformas fOr att rikta barns uppmarksamhet mot aspekter for dem att urskilja. Denna riktning
kan mojliggoras genom monster av variation och invarians dar enbart de aspekter man 6nskar
att barnet ska urskilja varieras gentemot en invariant "bakgrund”. Det innebar till exempel att
kardinalitet ar mer sannolikt att urskiljas om en samling foremal jamfors med en annan samling
foremdl som forutom skillnad i antal foremal i 6vrigt ar identiska och inte varierar till exempel
avseende farg eller storlek. Om flera olika aspekter varierar (antal, farg, storlek) ar det svart for
barn (och vuxna) att urskilja de, for situationen relevanta, aspekterna. Till exempel om saval
farg, form som antal varierar uppmdarksammar barn oftare farger och former an numeriska as-
pekter nar de spelar memory (Chan & Mazzocco, 2017).
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Genom att anvanda monster av variation och invarians i utformning av undervisning kan
barns mdjligheter att urskilja nédvandiga aspekter av antal framjas. En pedagogisk utmaning
ar dock att implementera sadana principer i aktiviteter dar det matematiska innehallet ar me-
ningsfullt bade for barnen och aktiviteten i fraga. Denna pedagogiska utmaning antogs i utveck-
lingen av lottospelet.

Ett lottospel betyder ett spel med en spelplan och spelkort dar par ska hittas utifrdn likheter
mellan spelplanen och spelkorten. Dessa likheter kan till exempel besta av likheter i farger eller
bilder. I studien utvecklades ett lottospel som beskrivs nedan och illustreras i figur 1.

Figura
Bild av Lottospelet

Spelplanen bestod av tre rutor med en prick i den forsta rutan, tva prickar i den andra rutan
och tre prickar i den tredje rutan. (I projektet utvecklades dven en motsvarande variant dar fyra
prickar inkluderades.) I linje med VT var prickarna likadana avseende farg och form, medan
antalen varierar. Till en borjan anvdndes tre spelkort dar prickarna var placerade identiskt med
prickarna pa spelplanen (villkor 1, se figur 1 till vanster). Det betyder att barnen inte behover
urskilja kardinalitet for att matcha spelkort med rutorna pa spelplanen utan i stdllet kan prick-
arnas monster anvandas for att matcha spelkorten. Denna version spelades for att introducera
barnen till reglerna for lottospelet. Nar barnen forstod reglerna byttes spelkorten till kort dar
prickarna inte langre var ordnade i samma monster som pa spelplanen (villkor 2, se figur 1 till
hoger). Nu behévde barnen urskilja antalet prickar for att matcha spelkort och ruta pa spelpla-
nen och darmed introducerades kardinalitet som en aspekt att beakta i spelet. I enlighet med
variationsteoretiska principer dr avsikten att barnen forst urskiljer att antalet prickar ar olika
mellan rutorna pa spelplanen, darefter blir det mojligt att generalisera inneborden av antal i och
med att placeringen pa prickarna varierar medan antalen som ska paras ihop ar samma. For att
para ihop ratt kort med bild pa brickan behover kardinaliteten hos prickmonstren urskiljas.

Metod

Det empiriska materialet i artikeln kommer som namnts fran ett kombinerat forsknings- och
utvecklingsprojekt som bedrivits i ndra samarbete mellan tva forskare och tre forskollarare fran
tre forskolor. Forskarna och forskollararna har samarbetat under tva ar med att utveckla mate-
matikundervisning for férskolans yngsta barn. Aktiviteter utvecklades, prévades och utvardera-
des i en iterativ process.

Eftersom forskollararna var de som kidnde barnen genomférde de aktiviteterna pa forskolorna
som en del av den ordinarie pedagogiska verksamheten, dock med skillnaden att aktiviteterna
genomfordes i ett avskilt rum. Att genomforandet skedde i ett avskilt rum var for att mojliggora
datainsamling avseende nédvandig ljud- och bildkvalitet (videoinspelning) samt forskningse-
tiska principer om medverkan, det vill sdga att endast barn vars vardnadshavare gett sitt infor-
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merade samtycke deltog nar aktiviteten dokumenterades med video. Forskollararen erbjod varje
gang ett eller flera barn att delta.

Aktiviteten med Lottospelet pagick i genomsnitt i tre minuter linga spelsekvenser. Forskolla-
rarna dokumenterade genomforandet med video. Dessa videoinspelningar var utgangspunkten
nar forskarna och forskolldrarna traffades tvd timmar varannan vecka under dessa tre terminer
for att utvardera och vidareutveckla aktiviteterna (totalt cirka 30 méten). Under de tre terminer
som Lottospelet provades, gjordes dirmed kontinuerligt utvarderingar gemensamt av ldararna
och forskarna av hur barnen responderade i spelet, vilket kunnande de gav uttryck for, samt
vilket villkor barnen skulle spela Lottospelet vid nasta tillfalle.

[ studien deltog 27 barn vars vardnadshavare gav sitt informerade samtycke. I studien behand-
las inga kansliga personuppgifter’, dock har etiska riktlinjer for forskning avseende information,
samtycke och konfidentialitet foljts i studiens alla skeden. Att gora forskning med yngre barn
innebar att etiskt balansera barns ratt till integritet och barns ratt att gora sin rost och vilja hord.
Eftersom det var forskolldrarna, som val kdanner barnen, som genomforde aktiviteterna med
dem kunde de kdanna av ndr barnen ville delta eller inte och det blev tidigt i studien tydligt att
aven de yngsta barnen i forskolan visar, ofta mycket tydligare dn dldre barn, ndr en aktivitet inte
langre intresserar dem.

Analys

Analysen for denna artikel ar baserad pa 195 videoinspelningar (9 timmar och 40 minuter) av
forskolldarare och barn som spelar Lottospelet. Inspelningarna gjordes under en period av ett
ar. Forsta steget i analysen var att identifiera episoder av undervisning i filmerna. Undervis-
ning definierades som att forskolldararen introducerar en for barnet ny strategi eller ny repre-
sentation som barnet eller barnen svarar pa direkt eller langre fram i episoden (se Bjorklund &
Palmér, 2019; 2022). I de 195 analyserade videoinspelningar dokumenterades 73 episoder som
undervisning utifran denna definition. I vissa videoinspelningar forekommer flera instanser av
undervisning medan det finns flera videoinspelningar utan instanser av undervisning. Video-
inspelningar utan undervisning innehaller flertalet exempel pa interaktion dar forskollararen
bekréftar nagot som barnen sager eller gor, samt exempel nar forskollararen tillfor en ny strategi
eller representation men dar barnen inte responderar. Det finns dven flertalet exempel nar for-
skolldraren staller fragor om antalet prickar pa spelkorten eller lottobrickorna, men i situationer
dar antalet inte behover urskiljas, till exempel nar barnen redan har parat ihop ratt kort med ratt
bricka. Vi menar inte att bekraftelse eller sadana fragor pa nagot satt ar oviktiga, men det ar inte
dessa episoder som fokuserats pa i den vidare analysen i denna artikel utan enbart de 73 epi-
soder som innehaller undervisning utifran den anvanda definitionen. Ytterligare en anledning
till att enbart 73 episoder av undervisning forekommer ar att det, nar barnen har de kunskaper
avseende strategier och representationer som kravs for att spela Lottospelet, inte beh6vs nagon
undervisning.

Andra steget i analysen var att identifiera vilka strategier forskolldrarna anvande, i de 73 episo-
derna av undervisning, for att hjalpa barnet att spela spelet, det vill sdaga vilka strategier forskol-
lararna anvande for att hjilpa barnen urskilja antalet prickar pa spelkort respektive spelplan.
Denna del av analysen var induktiv i betydelsen att identifiera likheter och skillnader i forskol-
lararnas ageranden. Denna analys utgick ifran variationsteoretiska principer avseende hur de
olika strategierna i de dokumenterade undervisningstillfdllena gjorde det mgjligt for barnen
att urskilja aspekter av tal, det vill sdga genom en analys av vad som kontrasteras i situationen

1 Etikprévningsmyndigheten har delgett projektet ett radgivande yttrande (diarienummer 2019-01037)
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och vad som hdlls invariant. I och med att den variationsteoretiska analysen avser att utifrdan
kontrast och invarians i respektive situation synliggdra variationsmonster som gor det mojligt
for toddlarna att urskilja nédvandiga aspekter, fokuserades i analysen materialets utformning
(prickar i lika eller olika monster, lika eller olika antal), verbala uttryck (rakneord) som for-
skolldrarna anvande och hur rakneorden anvandes, samt andra gester och gestaltningar (sdsom
pekningar och fingermonster) och hur dessa skapade kontraster och generaliseringar av antal i
aktiviteten.

[ detta induktiva analyssteg framkom tva strategier som forskollararna anvande for att hjilpa
barnen att urskilja antalet prickar pa spelkort respektive spelplan: visuell jamforelse och nume-
risk jadmforelse. Den andra av dessa strategier, numerisk jamforelse, genomfordes pa tva olika
satt dar antingen fingrar eller rakneord anvandes for jamforelsen.

[ analysens tredje steg samlades alla instanser dar forskolldrarna anvande samma strategi for
en analys av barnens respons pa respektive strategi. Denna analys fokuserade vilka variations-
monster (sdtt att synliggora kardinalitet) som visade sig gynnsamma f6r barnens méjligheter att
urskilja kardinalitet.

Utifrdn de tre ovanstdende analysstegen kan slutsatser dras om hur ett lottospel designat uti-
fran variationsteoretiska principer kan gora det mojligt for toddlare (1-3-aringar) att urskilja
kardinalitet som en grundldggande aspekt av tal.

Resultat

I resultatet presenteras inledningsvis kortfattat hur spelet introducerades f6r barnen f6ljt av en
presentation av de strategier som analysen visade att forskolldrarna anvande for att hjdlpa bar-
nen att urskilja kardinalitet nar de spelar spelet (fradga 1). Dessa strategier presenteras utifrdn om
de fokuserar pa visuell eller numerisk (fingrar eller rakneord) jamforelse. For varje strategi redo-
visas dven hur strategin mojliggor for barnen att urskilja olika aspekter av kardinalitet (fraga 2).

Introduktion av regler for lottospelet

Avsikten med villkor 1, dar prickarna pa spelplanen och spelkorten hade samma monster, var att
introducera reglerna for Lottospelet utan att antal behévde utgora utgdngspunkt for spelet. Sa
lange prickarna pa spelplan och spelkort ar identiskt placerade i samma monster behéver inte
barnen rdakna antalet prickar, de kan visuellt identifiera dem som ”lika”. Forskolldrarna pratar
dock mycket om antalet prickar med barnen, dven nar det inte finns ndgon uppgift i spelet som
behover 16sas med hjélp av till exempel rdkning. Det vill sdga, forskolldrarna introducerar ett
problem att l6sa som egentligen inte behdvs for att fora spelet framat. Sddana problem introdu-
ceras vid 44 olika tillfillen i de 195 filmerna. Det fanns dock barn, som i samband med villkor
1, inte tycktes urskilja likhet i monstren av prickar. Observationerna visade att forskolldararna i
dessa fall inte riktade barnens uppmarksamhet mot prickarnas monster utan i stallet mot anta-
let prickar. Det vill sdga, avsikten med villkor 1 - att introducera reglerna for lottospelet utan att
antal utgor utgdngspunkt - realiserades inte utan i stallet fokuseras antal i undervisningen som
kompensation for att barnen inte urskiljer monster.

Olika strategier och deras majligheter

For att barn som inte urskiljer monster i villkor 1 eller kardinalitet ndr villkor 2 introduceras
uppstar en utmaning. Nar man behover urskilja kardinalitet - men inte vet att man behéver el-
ler vet hur man kan gora - behdvs undervisning. I dessa situationer anvande foérskolldrarna olika
strategier samt olika representationer och gester for att hjdlpa barnen att urskilja kardinalitet
ndr de spelade spelet. Dessa olika strategier och representationer medfor utifran variationsteori
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olika mojligheter for barnen att urskilja inneborden av kardinalitet. I analysen framkom tvad stra-
tegier som forskolldrarna anvande for att hjalpa barnen att urskilja antalet prickar pa spelkort
respektive spelplan: visuell jamforelse och numerisk jamforelse. Beroende pa om lararen genom
sina handlingar i undervisningen satte visuell eller numerisk (fingrar eller rdkneord) jamforelse
i forgrund synliggjordes olika méjligheter till larande.

Visuell jamforelse

Att visuellt jamfora prickar pa spelkort och spelplan innebar att forskolldraren placerar ett spel-
kort bredvid en ruta pa spelplanen, vilket méjliggor en direkt visuell jamférelse (figur 2). Denna
jamforelse kompletteras ofta med fragan om det finns "lika manga" prickar (excerpt 1).

Excerpt1
Amelia: [Lagger spelkortet med en prick pa spelrutan med tva prickar]

Forskolldrare: [Lyfter pa spelkortet och haller det snett framfor spelplanen (figur 2)] Hur manga ar det?
Amelia: En. [Pekar samtidigt pa spelrutan med en prick]

Forskolldrare: Dar ar ocksa en ja, da ldgger vi den dar. [Lagger spelkortet pa spelrutan med en prick]

Figur 2
Forskolldraren hdller ett spelkort bredvid spelplanen

Forskolldararen uppmarksammade ovan barnet pa likheter eller skillnader mellan antalet prickar
pa spelplanen och spelkortet genom att gora prickarna pa spelkortet och spelplanen visuellt
jamforbara. Men, om ett barn inte redan riktar sin uppmarksamhet mot antalet prickar eller
redan urskiljer deras kardinalitet, riskerar en sddan visuell jamforelse att i stallet rikta uppmark-
samhet mot monstren av prickarna. Utmaningen for ett barn, for vilket uppgiften fortfarande
ar icke-numerisk, ar att det visuella monstret uppmarksammar den rumsliga relationen (place-
ringen av prickarna) och inte tillater att de numeriska aspekterna kommer fram. Dock ar frdgan
fran forskollararen inte riktad mot prickarnas placering utan mot antalet prickar. Darmed riktar
forskollararens handling uppmarksamheten mot monstret medan fragan riktar uppmarksam-
heten mot antalet.

Numerisk jamforelse

Att numeriskt jamfora prickar pa spelkort och spelplan innebar att rikta barnens uppmark-
samhet specifikt pd deras numeriska aspekt. Detta gjorde forskollararna genom att forst hjalpa
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barnet att bestimma antalet prickar pa spelkort respektive en ruta pa spelplanen for att darefter
avgora om prickarna ar lika eller olika till antalet. Observationerna visar pa tva olika satt att
gora dessa numeriska jamforelser, att anvanda fingrar for jamforelse eller anvanda rakneord for
jamforelse. Dessa tva strategier medfor i sin tur olika majligheter till larande.

Ett sdtt att jamfora antal pa spelkorten och spelplanen var att forskolldraren anvinde sina
fingrar for att matcha ett finger till varje prick vilket skapar en samling eller enhet bestdende av
fingrar som har samma antal som prickarna pa kortet. Fingrarna anvands sedan som en refe-
renspunkt for att jamfora samlingarna av prickar pa spelkorten och spelplanen. I denna jamfo-
relse matchar antingen fingrar och prickarna perfekt, eller blir nagra fingrar eller nagra prickar
utan matchning, excerpt 2 och 3.

Excerpt 2
Egqil: [Lagger spelkortet med tva prickar pa rutan pa spelplanen med en prick]
Forskollarare: Ar det lika manga prickar dar? [Drar undan spelkortet sa det ligger bredvid spelrutan (figur
3a)]
Egqil: Ja. [Lagger tillbaka spelkortet pa rutan med en prick pa spelplanen. Pekar pa en prick i taget
och sager ord som kan liknas vid ord i en rédkneramsa]

Forskollarare: Ska virdkna dem? En, tva. [Forskolldraren pekraknar och ringar in prickarna med en cirk-
lande rorelse. Haller upp tva fingrar och satter sedan ned dem pa spelplanen igen. Flyttar
darefter 6ver fingrarna till spelplanen. Satter ett finger pa pricken och viftar med tummen
som blir 6ver (figur 3b)]

Forskolldrare: Titta, nu blev det ingen till tummen. Vad ska den vara da? Ska vi se har? [Flyttar spelkortet sa
den ligger ovanfor rutan med tva prickar pa spelplanen (figur 3¢c)]

Egqil: [Lagger spelkortet Gver rutan med tva prickar]

Forskollarare: Ja, for titta. [Lagger spelkortet vid sidan igen] Tva prickar och tva prickar, lika manga.
[Matchar tva fingrar forst pa spelkortet och sedan pa rutan pa spelplanen]

Figur 3a—c
Férskolldraren pekrdknar och matchar fingrar gentemot prickarna pa spelplanen

3a 3b 3¢

Forskollararen mdjliggjorde ovan med fingrarna en jamforelse mellan olika antal vilket gjorde
det majligt att urskilja kardinalitet. Med hjdlp av fingrarna sammanfordes antalet fran spelkor-
tet via forskolldrarens fingermonster till den foreslagna rutan pa spelplanen. Att tydligt visa det
finger eller de fingrar som "inte fick ndgon matchande prick” kan hjalpa barn att urskilja likhet
eller skillnad i antal. Detta sétt att med hjalp av fingermdnster jamfora antalet prickar tycks uti-
fran observationerna hjdlpa barnen att urskilja kardinalitet.
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P4 samma sdtt som att matcha med fingrarna ovan observeras forskollararna ocksd anvinda
rdkneord for att jamfora antalet prickar pa ett spelkort och prickarna pa spelplanen.

Excerpt 3

Forskolldrare:

Holger:

Forskollarare:

Holger:

Forskollarare:

Holger:

Forskollarare:

Holger:

Hur manga prickar ar det pa det kortet? [Spelkortet har fyra prickar]

Tva. [Lagger spelkortet pa rutan med tre prickar i liknande monster pa spelplanen]

Tva. Vart ska det ligga da? Kan du rakna prickarna pa kortet har? [Haller fram spelkortet]
Tva, tre, fem, atta, tre, sju. [Pekrdknar]

Vet du vad. Vi kan bara rdkna en prick i taget.

En, tv3, tre, fyra. [Pekraknar]

Precis! Fyra. Var ska den ligga om det &r fyra prickar pa den?

Dar. [Pekar pa rutan med tre prickar pa spelplanen]

Férskollarare: Ardet fyra prickar dar? Nu far du rékna. En, tv§, tre.

Holger: Du missade.

Nej jag missar inte titta far du se. Tre. Det ar tre prickar dar. Det var ju fyra prickar pa kortet.
Var ska det ligga da?

Forskolldrare:

Holger: Dér. [Pekar pa rutan med tre prickar pa spelplanen]

Forskollarare: Nej. Det &r ju tre ddr men fyra dar. Monstret &r likadant men det &r fler prickar.
Holger: Dar. [Pekar pa rutan med fyra prickar pa spelplanen]

Ja precis. For det var fyra prickar dar. Monstren ar inte likadana men det &r samma antal
prickar.

Forskollarare:

For att hjalpa barnet att hitta motsvarande antal prickar pa spelplanen anvande forskollararen
ovan rakneord som referenspunkt. Skillnaden, gentemot att anvanda fingrar likt tidigare ex-
empel, ar att rakneord ar abstrakta verbala symboler, vilket innebar att barnen redan maste ha
nagon forstaelse for kardinalitet for att rdkneorden ska representera kardinal betydelse. Om
rakneorden inte har denna betydelse kan de inte anvandas for att jamféra och avgora om antalet
prickar pd spelkort och spelplanen matchar det sagda rakneordet. Darfor behover barnet redan
ha ndgon forstaelse for tals kardinalitet for att denna strategi ska bidra till att spela spelet pa ett
satt dar innebdrden av kardinalitet starks.

Diskussion
Den har artikeln fokuserar pa vad som kravs i termer av undervisning vid spel av ett Lottospel
ndr syftet ar att mojliggora for toddare att urskilja tals kardinalitet. Fragestallningarna som stall-
des for att belysa detta var: 1) Vilka strategier anvander forskolldrarna for att hjalpa barnen att
urskilja kardinalitet nar de spelar spelet? 2) Hur mojliggor dessa strategier att barnen kan urskil-
ja olika aspekter av kardinalitet? Lottospelet var utvecklat i enlighet med variationsteoretiska
principer dar antal forst synliggjordes via kontrast for att darefter generaliseras. I de 195 analy-
serade observationerna dokumenterades 73 instanser som kategoriserades som undervisning.
Analysen av dessa 73 instanser visar pd utmaningen i att uppmarksamma en abstrakt aspekt
som kardinalitet — det vill sdga att synliggora den tidigare oupptdckta kritiska aspekten i spelet
for barn for vilka kardinalitet inte tidigare har urskilts som en aspekt i deras forstdelse av tal.
De 73 instanserna visar att forskolldararen, och ofta dven barnen, anvander olika representa-
tioner och gester for att synliggora kardinalitet. I lottospelet ar prickarna pa spelkort och spel-
plan utgangspunkt for utforskandet av antal. Fér de barn som inte dnnu urskiljer kardinalitet,

17



FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE, VOL. 12, NR 3, 2024, 7-21 Hanna Palmér m.fl.

formedlar dock inte prickarna kardinal betydelse i sig sjdlva. For att hjdlpa barnen att urskilja
antal hos samlingarna av prickar, anvande forskolldrarna i studien tva strategier, visuell eller
numerisk jamforelse. Baserat pa observationerna visar studien att en visuell jamforelse av prick-
arna pa spelkort och spelplan ofta uppmarksammar barnen pa rumsliga aspekter, det vill saga
monstret i vilket prickarna ar organiserade, snarare dn deras antal. I stdllet for att urskilja kardi-
nalitet framtradde for manga barn vid visuell jamforelse i stillet monster. Det mest fordelaktiga
for att sammankoppla spelkort och spelplan tycks i stdllet vara numerisk jamforelse med fing-
ermonster, som av forskollararna anvandes for att "objektifiera” (Radford, 2003) antalet pa spel-
kort och spelplan. Nar forskollararna anvander fingermonster och relaterar fingrarna ett-till-ett
med prickarna framtrader antalet representerat i en semi-abstrakt form och blir jamforelser
av antal mojlig att géra mellan fingrarna och samlingen av prickar (blir ndgot finger eller prick
over?). Denna semi-abstrakta representation reducerar fokus pa prickarnas rumsliga placeringar
(monster) som annars latt drar uppmarksamheten bort fran numeriska attribut. Fingrarna ver-
kar alltsa vara ett framgdngsrikt "verktyg”, kanske for att fingermonster ror sig mellan det semi-
konkreta (det gar att rakna antalet fingrar) och semi-abstrakta (ett fingermonster betyder ett
antal). En tolkning dr att fingerménstren fungerar som "bridging tools” eftersom de objektifierar
(Radford, 2003) talen och 6verbygger skillnaderna i prickarnas placering. Verbala rakneord ar i
sin tur "hel-abstrakta” och hjdlper utifran observationerna i studien mer sallan att synliggora
kardinalitet fér barnen i spelandet av lottospelet.

[ vissa av de 73 analyserade episoderna anvands enbart en representation, forutom prickarna
pa spelkorten, medan det i andra observationer anvands ytterligare tva representationer. En-
ligt tidigare forskning (se Duval, 2006; Goldin, 2014; Lesh, 1987) involverar och starks larande i
matematik av formdgan att gora kopplingar och se samband inom och mellan representationer.
Vidare utvecklar barn som anvander fler representationsformer (dven om de inte anvands pa
korrekt satt), i hogre utstrackning och tidigare, forstielse for kardinalitet 4n barn som anvan-
der enbart en representation mer ensidigt (Gibson m.fl., 2019). Utifrdn den forskningen skulle
anvandande av fler dn en representationsform starka barnens mojligheter till larande i samband
med spelandet av lottospelet. Tidigare forskning har dock aven visat att sddana kopplingar och
samband inte urskiljs automatiskt av barn utan behover pekas ut av forskollararen (Bjorklund &
Palmér, 2022). En strategi i sddan undervisning, for att fértydliga kopplingen mellan represen-
tationer, ar gester som enligt Radford (2003) kan vara en resurs for att stodja kopplingar fran en
representation till en annan. I observationerna anvander forskollararna ofta olika typer av gester
ddr den cirkulerande gesten som ringar in antalet prickar som antingen benamns med rdakneord
eller pekraknats kan anses stddja barnens mojligheter att koppla representationerna rakneord
och fingermonster till representationen prickar.

Sammanfattningsvis visar denna studies resultat att Lottospelets teoretiskt grundade design
mojliggdr, men inte garanterar, att kardinalitet urskiljs av barnen. Studien kan vidare ses som ett
exempel pa hur en vanlig aktivitet i forskolans verksamhet, med didaktisk lyhérdhet hos forskol-
lararen, kan erbjuda goda mojligheter att utveckla taluppfattningen hos toddlare. En utgangs-
punkt for studien var att all den matematik som barn méter i undervisning bor vara nédvan-
dig for situationen sd att barnen kan upptacka hur matematiska kunskaper ar anvandbara och
darmed meningsfulla i olika situationer. I Lottospelet forsta steg behdvde barnen inte urskilja
kardinalitet utan kunde matcha spelkort och spelbricka utifran likheter i monstren. I det andra
steget blev det daremot nodvandigt, och dirmed dven meningsfullt, att urskilja kardinalitet for
att kunna spela spelet. Resultatet visar att trots att Lottospelet utvecklats i dessa tva steg, for att
utifrdn variationsteoretisk grund ge toddlare de basta forutsattningar att urskilja kardinalitet
som en aspekt av tal, ar forskolldrarens strategier avgorande for vad som blir mdjligt att lara i
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spelsituationen. Vi kunde se att barnen ofta uppmuntrades att rakna prickarna aven vid villkor
1vilket inte var nodvandigt eftersom barnen l6ste matchningen utifrdn monster. Att be barnen
rakna antalet prickar menar vi inte dr "fel” men utifran spelets konstruktion blir urskiljandet av
antalet prickar relevant forst i villkor 2 dar vi kan se att forskolldrarna anvander olika strategier
och hur dessa strategier ar olika framgangsrika dar den mest férdelaktiga for att sammankoppla
spelkort och spelplan tycks vara representation genom fingermonster. En viktig slutsats ar dock
att valet av strategi alltid behover ta utgangspunkt i varje barns befintliga satt att forsta tal.
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Sammanfattning

I foljande artikel diskuteras vad som karaktariserar ldrares handlingar som
framjar elevers engagemang, i en larandeverksamhet dar de tillsammans

med sina klasskamrater utforskar de geometriska begrepp som relaterar

till begreppet cirkel. Data bestar av tre forskningslektioner i arskurs 2 dar
larandeobjektet handlar om att reflektera 6ver relationer mellan cirkelns fyra
begrepp; mittpunkt, radie, diameter och cirkelbage. Resultatet visar att larares
handlingar som fokuserade pa de geometriska begreppen riktades mot bade
empiriska och teoretiska aspekter. Indikationer pa utveckling av larande-
verksamhet kunde urskiljas i situationer dar lararen introducerade, kopplade
tillbaka, bekraftade, provocerade, inkluderade och fordjupade detaljer om
begreppen som relaterar till cirkel. Med stdd av [drarhandlingar, som bestod av
fragor, gester och konstruktioner pa den gemensamma tavlan, mojliggjordes
elevernas utforskande av begreppet cirkel.

Nyckelord: cirkel, El’konin-Davydov program, geometriska begrepp, larande-
verksamhet, undervisningsdesign

Abstract

The following article discusses what characterise teachers' actions that pro-
mote students’ engagement, in a learning activity where they, together with
their classmates, explore the geometric concepts related to the concept of
circle. The data consists of three research lessons in grade 2 where the learning
object is about reflecting on relationships between the four concepts of the
circle: centre, radius, diameter and arc. The result shows that teachers' actions
focusing the geometric concepts were directed towards both empirical and
theoretical aspects. Indications of developing learning activity were discer-
ned in situations where the teacher introduced, connected back, confirmed,
provoked, included and deepened details about the concepts that relate to
circle. Supported by teacher actions, consisting of questions, gestures and
constructions on the joint board, students' exploration of the concept of circle
was enabled.

Keywords: Circle, El'konin-Davydov curriculum, Geometrical concept, Lear-
ning activity, Teaching design
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Introduktion

I denna artikel diskuteras larares handlingar som framjar elevers engagemang i en larandeverk-
samhet som den skrivs fram av Davydov (2008; jfr t.ex. Adolfsson Boman m.fl., 2013; Broman
m.fl., 2022; Eriksson & Jansson, 2017). Med ldrares handlingar menar vi det ldrare sdger och gor
i relation till det begrepp som ar i fokus. Larandeverksamhet kan beskrivas som en kollektiv
verksamhet dar elever tillsammans med en ldrare utforskar och reflekterar 6ver den generella
strukturen hos ett kunskapsobjekt (Davydov, 2008). Det kunskapsobjekt som star i fokus i den
har artikeln ar geometriska begrepp relaterade till begreppet cirkel. Valet grundar sig pa att
begreppet cirkel ar vanligt forekommande i lagstadiets matematikundervisning. Valet gjordes
ocksa utifran att den geometriundervisning som vanligtvis genomfors med yngre elever ten-
derar att uppmdrksamma utseendet pd olika geometriska former i den omgivande miljon (jfr.
Sinclair m.fl., 2016) vilket Davydov (1990) beskriver som ett exempel pa empiriskt fokus. I en
sddan empiriskt inriktad geometriundervisning framhalls fyra omraden som sarskilt viktiga:
problemlosning, arbete med redskap som exempelvis ritningar, visualisering och bevisforing
(Jones m.fl., 2019).

Elevers arbete med att l6sa problem relaterade till geometri blir ofta avhangigt av hur val de
kan hantera vissa specifika begrepp (Moore, 1994). Undervisningen borde darfor redan under
de tidiga skolaren skapa mojlighet for elever att utforska och ta i bruk geometriska begrepp (Da-
vydov, 2008). En larandeverksamhet riktad mot det geometriska begreppet cirkel kan ses som
en verksamhet dar eleverna far mojligheten att utforska och reflektera 6ver relationerna mellan
begreppen radie, mittpunkt, cirkelbage och diameter — ndgra av de relationer som ingar i struk-
turen for begreppet cirkel.

[ en larandeverksamhet skapas dven forutsattningar for en specifik typ av samtal dar elev-
erna tar rollen som drivande i utforskandet av det teoretiska begrepp lararen har valt (Davydov,
2008). I en kunskapsoversikt om undervisning i matematik framhdller Liljedahl (2022) att saval
uppgifternas utformning som gruppsammansdattning ar viktiga faktorer for elevernas mojlighe-
ter att utveckla gemensamma samtal. Studier visar ocksa att det kan vara utmanande for larare
att variera hur de svarar eleverna for att bjuda in till samtal i matematikklassrummet (t.ex. Da-
vis, 1997; Hintz & Tyson, 2015). Vidare finns det studier som visar att larares respons pa elevernas
inspel uppskattas av eleverna, speciellt ndr lararen later dem diskutera sina 16sningsforslag, ger
aterkoppling och lyssnar pd hur de tanker (t.ex. Lim m.fl., 2020). Ytterligare studier visar att
elever dven kan behova stod i form av specifika redskap for att aktivt delta i samtal i matematik-
undervisningen (Bjork, 2023; Eriksson, 2021; Fred, 2019). Det framtrader sdledes en problembild
gallande hur ldrare kan leda samtal dar elever engageras i matematikundervisningen. Lagger vi
dartill utmaningen att skapa mojligheter for eleverna att arbeta utforskande och ta i bruk teore-
tiska matematiska begrepp blir problembilden dn tydligare. Da racker det inte att i forskning fo-
kusera enbart pd larares fragor eller aterkoppling, da behovs ocksa ett fokus pa det innehdllsliga
i undervisningen (Carlgren, 2017; Davydov, 2008). Om man har for avsikt att framja elevernas
engagemang i en larandeverksamhet, dar de utforskar och reflekterar 6ver den generella struk-
turen for ett kunskapsobjekt, kan man frdga sig vad lararen behover fokusera pa i arbetet med
att leda elevernas samtal. Syftet med foreliggande artikel ar darfor att identifiera och diskutera
larares handlingar som framjar en verksamhet dar eleverna utmanas att utforska, ta i bruk och
reflektera 6ver generella strukturer kopplade till ett geometriskt objekt, i detta fall begreppet
cirkel. Foljande forskningsfraga har formulerats: Vad kdannetecknar larares handlingar som kan
mojliggora for elever att utforska begrepp kopplade till cirkel; mittpunkt, radie, diameter och
cirkelbdge i en larandeverksamhet?
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Bakgrund

Eftersom artikeln handlar om hur ldrare kan framja elevers majligheter att utveckla larandeverk-
samhet kommer har forst ett avsnitt om detta ramverk. Avsikten ar att larandeverksamheten ska
handla om geometriska begrepp specifikt kopplade till cirkel, darfor foljer aven ett avsnitt om
elevers forstdelse av geometriska begrepp.

Larandeverksamhet

Larandeverksamhet ar det teoretiska ramverk som anvands for design och analys i studien. I
larandeverksamhet har lararen stor paverkan pa det teoretiska arbete som eleverna ges mojlig-
het att utveckla (Davydov, 2008). Lararen forvantas, for att mojliggora det teoretiska arbetet, ge
eleverna mandat att utforska teoretiska begrepp (Davydov, 2008). Larare behdver dven ta stall-
ning till om eleverna enskilt behover arbeta med mdnga enkla uppgifter eller om de behover
arbeta gemensamt med mer komplexa uppgifter (Kilhamn & Saljo, 2019). Idén om larandeverk-
samhet foresprdkar det sistndmnda alternativet for att skapa majligheter till interaktion mellan
eleverna, sd att de kan ta del av varandras reflektioner i arbetet med uppgifter som engagerar
och stimulerar dem. Denna typ av verksamhet kan darfor ses som ett exempel pa hur en specifik
undervisningstradition (jfr Yackel & Cobb, 1996) kan utvecklas i en matematikundervisning.

Larandeverksamhet fokuserar teoretiska begrepp, det vill sdga strukturer och relationer som
till sin natur inte ar direkt observerbara utan kraver medierande redskap for att vara mojliga
att reflektera dver. De skiljer sig dirmed fran empiriska begrepp, som gdr att perceptuellt upp-
fatta och jamfora med sinnesfornimmelser (Davydov, 2008). Ett arbete i en larandeverksamhet
kraver darfor att lararen forhaller sig till skillnader mellan vardagliga empiriska begrepp och
vetenskapliga teoretiska begrepp (Davydov, 2008). Teoretiska begrepp behover enligt Davydov
rekonstrueras i en process av "ascending from the abstract to the concrete” (Davydov, 1990, s.
98), vilket innebar att det abstrakta ligger till grund for forstaelsen av det konkreta. Att utveckla
forstdelse for teoretiska begrepp inkluderar alltid en forstdelse for hur begreppet relaterar till
andra teoretiska begrepp. Begreppet cirkel relaterar exempelvis, som ndmnts ovan, till de teore-
tiska begreppen mittpunkt, radie, diameter och cirkelbage. Att utveckla forstdelse for empiriska
begrepp relaterade till cirkeln handlar i stallet om att kunna urskilja rundhet genom att iaktta
cirkuldra foremal och jamfora dem med andra geometriska objekt.

Larandeverksamhet grundas ocksa i en idé om att motiv for att lara kan utvecklas genom en
undervisning som ar socialt, kulturellt och historiskt grundad (Vygotsky, 1963, 1978). En under-
visning som fokuserar pa kollektivt arbete, drivet av ett motiv att lara och att 16sa gemensamma
problem, kan utvecklas till en larandeverksamhet (Davydov, 2008; Radford & Roth, 2017; Repkin,
2003). Huruvida elever engagerar sig i ett teoretiskt arbete ar beroende pa de situationer som
lararen organiserar och leder.

Ldrandehandlingar och ldrandemodeller

Nar eleverna arbetar med att utforska teoretiska begrepp behover de utveckla handlingar, som
inom larandeverksamhet benamns larandehandlingar. Lararen har en sarskilt viktig roll att or-
ganisera for att eleverna ska kunna utveckla sddana handlingar (jfr Davydov, 2008). Handling-
arna kan beskrivas enligt ett monster som inte alltid f6ljer en kronologisk ordning utan fungerar
som riktlinjer for larare, i sin roll som ledare av en larandeverksamhet. Inledningsvis arbetar 13-
raren tillsammans med eleverna for att identifiera och formulera ett problem de ska arbeta med.
Problemet identifieras genom att exempelvis diskutera en specifik situation och gemensamt
skapa en modell av ett specifikt innehall (en larandemodell) som kan hjélpa till i arbetet med en
16sning. Genom arbetet med larandemodellen far eleverna mojlighet att arbeta med kunskaps-
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innehdllet. I detta utforskande arbete transformerar och forandrar eleverna larandemodellen.
Darefter kan lararen och eleverna konstruera nya uppgifter som l6ses med en eller flera av de
olika versionerna av larandemodellen och vardera hur vl de fungerar for att 16sa uppgifterna.
Slutligen varderar eleverna hur generella de olika versionerna av larandemodellen ar och hur val
problemet 16sts. Detta handlingsmonster kan utgora riktlinjer for hur en gemensam verksamhet
kan utvecklas dar elever deltar i samtal om och med teoretiska begrepp (Davydov, 2008; se dven
Eriksson, 2017). Monstret kan alltsd ses som fraimjande for elever att engagera sig i och uppratt-
halla en larandeverksamhet.

For att modellerna, som skapades inledningsvis, ska kunna utvecklas till larandemodeller be-
hover lararen vara medveten om vilka teoretiska begrepp som kan kopplas till det specifika
kunskapsinnehdllet och darmed utgora delar i en ldrandemodell (Arievitch & Haenen, 200s5;
Davydov, 2008). Larandemodellerna som utvecklas kan ge energi till diskussioner, framja pro-
blemidentifiering, utgora en kalla for nyfikenhet samt halla riktningen for ett kollektivt reflek-
terat tainkande (Eriksson & Polotskaia, 2017). Modellarbete pekas ut som en majlighet for elever,
i exempelvis behov av sarskilt stod, att vara aktiva i arbetet med teoretiska begrepp (Bjork, 2023;
Eriksson, 2021; Moxhay, 2008). Det kan dven vara intressant med modellarbete i elevgrupper dar
det av olika anledningar ar utmanande att i hog grad anvanda verbalt sprak (Bjork, 2023; Eriks-
son, 2021). En viktig aspekt for larandeverksamhet ar att 1dta hela klassen utgora en resurs for de
gemensamma reflektionerna. Hur larare kan planera for och agera i en sddan undervisning ar
fortfarande ganska sparsamt och relativt 6vergripande beskrivet i tidigare forskning.

Geometri och begreppsutveckling gdllande geometri

Geometriundervisning med yngre elever tenderar att fokusera pa att de ska urskilja olika geo-
metriska former i den omgivande miljon (Sinclair m.fl., 2016). Ett exempel pd hur elever kan
utveckla forstdelse av geometriska begrepp, och diarmed dven hur undervisning bor ske, finns
beskrivet av van Hiele (1986). En utgangspunkt for van Hiele ar att borja med att se olika former
och darefter avbilda dem, sedan beskriva relationer mellan olika former for att slutligen forklara
olika matematiska begrepp. Fokus i undervisningen kan med det perspektivet beskrivas som
att eleverna forst ska kdnna igen olika former for att sedan forsta begreppen. Det finns ocksa
studier som pekar pa att elever tidigt beh6ver arbeta med samband mellan teoretiska aspekter
av geometriska begrepp (Serin, 2018). Ett alternativ kan darfor vara att i stallet utgd fran att ut-
forska hur olika begrepp ar beskaffade och hur de forhéller sig till varandra (jfr t.ex. Davydov,
2008). For att utforska cirkel som begrepp bor eleverna reflektera 6ver dess konstruktion, det
vill sdga en "kurva i planet som bestar av alla punkter som har ett givet avstdnd (radien) till en
fix punkt (medelpunkten)” (Kiselman & Mouwitz, 2008, s. 214). Av den anledningen behd&ver
begreppen radie och mittpunkt vara i fokus ndr elever ska utforska begreppet cirkel. Diametern
som ar dubbla radien och cirkelbdgen som begransar cirkeln ar darfor begrepp som ocksa be-
hover utforskas av eleverna. Det ar en sadan undervisning om begreppet cirkel som ar i fokus
for innevarande artikel framfor att kdanna igen och peka ut olika cirkuldra former bland andra
geometriska former.

Metod

Utgangspunkten for undervisningen var att elever tillsammans med sina larare skulle fa mojlig-
het att utveckla en ldrandeverksamhet gallande begreppet cirkel. En forskningslektion planera-
des, genomfordes och reviderades som ett iterativt arbete i tre cykler, i enlighet med principerna
for learning study (jfr Carlgren, 2017).
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Data
Data bestdr av film fran tre forskningslektioner, cirka 40 minuter vardera i arskurs 2, pa tva
kommunala grundskolor i tvad olika kommuner. Lektionerna genomférdes under varterminen
2020. Lektion ett genomfordes i en klass med tjugotva elever, lektion tva med arton elever och
lektionen tre med tjugofyra elever. En skola dr beldgen i en storstadsregion i ett socioekono-
miskt starkt omrdde med mdnga foéraldrar med eftergymnasial utbildning och den andra skolan
ar beldgen i en medelstor stad i ett hyreshusomrade klassat som ett utanférskapsomrade med
manga nyanldanda familjer. Forskningslektionerna leddes av ndgon i forskargruppen.' Den ordi-
narie klasslararen forde anteckningar och ansvarade for filmkameran. Filmkameran var place-
rad langst bak i klassrummet sa att lararen och det gemensamma arbetet pa tavlan var i fokus
i filmerna. Diskussionen i klassen, mellan eleverna och den undervisande lararen, syftade till
att eleverna skulle fordjupa sina gemensamma reflektioner om och med begrepp relaterade till
begreppet cirkel. Under ndgra kortare stunder fick eleverna diskutera i par eller mindre grupper.
Dessa situationer finns inte med som data da det elever sa eller gjorde inte fangades pa film.
Vardnadshavare hade, enligt direktiv fran Vetenskapsradet (2017), skrivit under ett samtycke
om att deras barn fick delta i studien. Samtycket innebar att eleverna fick delta i studien dar
undervisningen filmades och att de nar som helst kunde begdra att avbryta deltagandet. Om
nagon, vilket inte var fallet, skulle begdra att fa avbryta deltagandet skulle all data som hand-
lade om den eleven raderas ur transskript och analyser. Data i form av filmer slutférvaras enligt
Stockholms universitets datalagringspolicy.

Tva uppgifter

I studien konstruerades en uppgift (uppgift 1) som iscensattes i forskningslektion ett och tva
samt en reviderad uppgift (uppgift 2, se figur 1) som iscensattes i forskningslektion tre. Syftet
med uppgifterna var att eleverna skulle utforska relationen mellan mittpunkten, radien, diame-
tern och cirkeln.

Figura
Uppgift 2 genomférd i lektion tre

Vilken &r den stérsta cirkel som gar att rita
i den har kvadraten?
Vad vet vi om en sadan cirkel?

Not. Papperskvadraten som sattes upp pa tavlan vid lektionsstart i forskningslektion tre.

[ forskningslektionerna ett och tva utgick arbetet fran att manniskor i alla tider férundrat sig
over den absolut runda formen som fenomen i naturen (uppgift 1). Liraren visade bilder med en
projektor dar en sten kastats i vatten och dar cirklar vaxer utifran den plats dar stenen traffade
vattenytan samt en bild pa en himmel med en sol-halo. Inledningsvis samtalade lararen och

1 Iforskargruppen ingar fyra forskande grundskolldrare med magister, fil lic respektive fil dr utbildning.
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eleverna om bilderna. Darefter visade lararen tva enfargade geometriska objekt, en cirkel och en
oval och bad eleverna jamfora och beskriva figurerna samt forklara vilken som var en cirkel. En
skillnad mellan lektion ett och tva var de redskap som anvandes for att utforska radien i de olika
figurerna. I forskningslektion ett anvande eleverna gem som de lade fran mittpunkten till cir-
kelns kant och i forskningslektion tvd anvandes snoren som de klippte och lade pd motsvarande
satt for att mata radien.

[ forskningslektion tre utgick arbetet i stallet fran en kvadratisk ram som sattes upp pa tavlan,
se figur 1, uppgift 2. Lararen pekade pa kvadraten och frdgade hur stor cirkel som kunde ritas i
den. Eleverna fick ocksd fragan om vad de kunde veta om en sadan cirkel.

Anledningen till den férandrade uppgiften var att uppgiften fran forskningslektion ett och tva
inte i tillracklig utstrackning mojliggjorde for eleverna att utforska relationer mellan cirkeln och
dess relaterade begrepp. I den reviderade uppgift 2 var tanken att eleverna skulle fa méjlighet att
urskilja att kvadraten och den cirkel som efterfragas har samma mittpunkt, och att langden pa
sidorna i kvadraten dr densamma som diametern i denna cirkel. Begreppen mittpunkt, diameter
och cirkel blir centrala for att 16sa uppgiften.

Analysmetod

Analysarbetet genomfordes i fyra steg. Det forsta steget utgjordes av transkribering av filmerna
fran forskningslektionerna. Transkriptionerna fokuserade pa arbetet med uppgifterna och gjor-
des ordagrant, med undantag av att talsprak dndrades till lasbart skriftsprdk, vilket i vissa fall
innebar att omtagningar, upprepningar och hummanden togs bort. I de delar av lektionerna
dar lararen fick vara sarskilt aktiv for att uppratthdlla en larandeverksamhet kompletterade vi
transkriptionerna med beskrivningar av saval lararens som elevernas ickeverbala handlingar
(exempelvis pekningar, ritande, nickningar osv) inom hakparenteser (jfr Mergenthaler & Stin-
son, 1992).

[ det andra analyssteget fargkodades lararens handlingar (uttalanden och ickeverbala hand-
lingar) utifrdn funktion. De olika koderna analyserades induktivt till ett antal olika kategorier,
dar arbetet med att sortera och organisera dem, resulterade i tva huvudkategorier: (1) lararen
utfor handlingar av organisatorisk karaktar (ber exempelvis en elev att ga till tavlan) och (2)
lararens handlingar fokuserar pa innehdllet, det vill saga geometriska begrepp som relaterar till
cirkeln (exempelvis pekar lararen pad mittpunkten i en cirkel). I resultatkapitlet namnges dessa
som: (1) Larares handlingar utan innehallsligt fokus och (2) Larares handlingar med innehdlls-
ligt fokus (se figur 2 nedan).

[ det tredje analyssteget vidareutvecklades huvudkategori (2) till tvd underkategorier gillande
antingen empiriska eller teoretiska begrepp (jfr Davydov, 1990). Den empiriska underkategorin
utgjordes av lararens handlingar dar vardagliga ord (alltsd empiriska begrepp) och situationer
anvandes, det vill saga begrepp som ar mojliga att urskilja perceptuellt. I den teoretiska underka-
tegorin anvande lararen teoretiska begrepp, det vill saga begrepp som maste urskiljas genom re-
flektion med stod av modeller. I resultatet finns dessa kategorier presenterade som: (2a) Larares
handlingar riktade mot empiriska begrepp, och (2b) Larares handlingar riktade mot teoretiska
begrepp.

I det fjarde analyssteget identifierades ett antal underkategorier i bade (2a) och (2b) genom
ytterligare en kodning av olika typer av handlingar. Dessa koder bestamdes utifran vilka ord
och begrepp som lararen anvande i uppmaningar och utmaningar, exempelvis huruvida lararen
valde att fanga upp och ga vidare med elevers beskrivningar eller vad handlingarna gav eleverna
mojlighet att respondera pa.
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Resultat

I det foljande presenteras hur elevernas larandehandlingar framjades av vad lararen gjorde och
sa, det vill sdga larares handlingar. Forst presenteras de tva huvudkategorierna: (1) Larares hand-
lingar utan innehéllsligt fokus och (2) Larares handlingar med innehallsligt fokus. Darefter pre-
senteras de tvd underkategorierna till kategori (2): (2a) Larares handlingar riktade mot empiriska
begrepp och (2b) Larares handlingar riktade mot teoretiska begrepp. I relation till forskningsfra-
gan bedomdes kategori (2b) som sarskilt intressant, eftersom dessa handlingar mdjliggjorde for
eleverna att utforska teoretiska begrepp relaterade till cirkel, sa som mittpunkt, radie, diameter
och cirkelbdge. Kategori (2a) redovisas kort som en kontrast eller illustration éver skillnaden
mellan lararhandlingar riktade mot empiriska (vardagliga) respektive teoretiska (vetenskapliga)

begrepp.

Figur 2
Handlingar som méjliggor ldrandeverksamhet

Lérares handlingar i undervisning

/ \
(1) Lérares handlingar (2) Lérares handlingar
utan innehallsligt fokus med innehéllsligt fokus
/ \
(2a) Larares handlingar riktade (2b) Léarares handlingar riktade
mot empiriska begrepp mot teoretiska begrepp
\
1. Introducerande 1. Introducerande
2. Tillbakaknytande 2. Tillbakaknytande
3. Bekriftande 3. Bekriftande
4. Provocerande 4. Provocerande
5. Inkluderande 5. Inkluderande
6. Fordjupande

Not. Figuren visar larares handlingar kategoriserad i tva huvudkategorier: (1) Larares handlingar utan inne-
hallsligt fokus och (2) Larares handlingar med innehallsligt fokus. Figuren visar vidare att kategori (2) delas
upp i: (2a) Larares handlingar riktade mot empiriska begrepp och (2b) Lérares handlingar riktade mot teore-
tiska begrepp.

(1) Ldrares handlingar utan innehallsligt fokus

De handlingar som lararen utforde for att organisera undervisningen, utan direkt fokus pa be-
grepp relaterade till cirkel, finns samlade i denna kategori (1). Den har typen av handlingar kom
till exempel till uttryck genom att lararen dirigerade eleverna fram och tillbaka till tavlan och
bad dem att synliggdra hur de sjdlva tankte eller reflektera 6ver vad ndgon annan elev hade sagt
eller gjort. Exempel pa sddana handlingar dr nér lararen rackte fram en penna och pekade pd en
av eleverna och sa "Kom och visa hur du tanker”. Ett annat exempel ar ndr lararen vande sig till
hela klassen och fragade “Vad menade han? Vem kan ge ytterligare en forklaring?” Sammanfatt-
ningsvis sdg den har typen av handlingar ut att fortlopande underldtta och orkestrera samver-
kan mellan elever och ldararen samt samverkan och reflektion mellan elever. Dessa handlingar
saknade dock ett innehdllsligt fokus.
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(2) Ldrares handlingar med innehallsligt fokus

De handlingar med innehallsligt fokus som ldraren riktade mot begrepp relaterade till cirkel
presenteras i tabell 1. Dessa handlingar riktades dels mot empiriska begrepp, det vill saga be-
grepp och aspekter som perceptuellt gir att identifiera, dels mot teoretiska begrepp och relatio-
ner mellan teoretiska begrepp som endast ar tillgangliga via larandemodeller. I tabellen presen-
teras en oversiktlig sammanstallning med beskrivningar av respektive kategori och exempel pa
larares handlingar med innehallsligt fokus som vi induktivt identifierat i var data. Notera att alla
underkategorier har exempel pa handlingar riktade mot bade empiriska och teoretiska begrepp
férutom den sista, fordjupande handlingar, dar det inte finns ndgra empiriska handlingar. For att
komma till en férdjupning av begrepp behover lararen alltsd fokusera teoretiskt innehall.

Tabell 1
Ldrares handlingar med innehdllsligt fokus.

Underkategorier Beskrivning av underkategorier t/e  Exempel pa lararens specifika
handlingar fran lektionerna
1. Introducerande avser nér lararen anvdinder och medvetet riktar  t Konstruera den storsta cirkeln som far
uppmérksamhet mot de matematiska begrepp plats inuti den har kvadraten.
som &r i fokus e Vad &r det [ni ser] och hur testas
rundhet?
2. Tilloakaknytande  avser nér ldraren knyter tillbaka till teoretiskt t Kan vi sdga nagot om den har? Den sag
begrepp som tidigare ndimnts ut som en kvadrat-cirkel.
e Hur manga har kastat sten i vattnet och
tittat pa cirklarna som vaxer?
3. Bekraftande avser vad-frdagor som bekréftar innehallsliga t Vad dr det som man nu tanker pa om det
detaljer i elevernas svar ar en cirkel? Vad dr det som gor att man
kan veta att det ar en cirkel?
e Vad ar det som gor att cirklarna vaxer
och blir storre och storre och stérre?
4. Provocerande avser utmaningar som ldraren iscensitter i t Kan mittpunkten finnas pa manga
avsikt att eleverna ska urskilja och ytterligare stillen?
utforska ett teoretiskt begrepp e Likadant med fisken, tittar upp med
huvudet ovanfor vattenytan, det plaskar
till, da blir det ju ocksa en cirkel.
5. Inkluderande avser ndr lararen inkluderar eleverna i ett arbete  t Just det? Och vad &r det du tanker att
dér de far mojlighet att anvinda teoretiska du... hjilper oss med pluset?
begrepp e Vad hdnder om en hjartformad sten

6. Fordjupande

avser ndr lararen fokuserar relationer mellan
olika begrepp som ér aktuella i det fokuserade
kunskapsobjektet

kastas i vattnet?

Om det nu ar sa att det har ar r (implicit
radie), vad blir da denna?

Not: Tabellen visar de sex kategorierna av ldrares handlingar med innehallsligt fokus som kunde identifierasi
transkripten. | kolumnen t/e betyder 't’ teoretiskt innehall och ‘e’ betyder empiriskt innehall. Observera att de
fordjupande handlingarna enbart identifierades ihop med teoretiskt innehall.

(2a) Ldrares handlingar riktade mot empiriska begrepp

Larares handlingar i forskningslektionerna som leder eleverna till empiriska (vardagliga) be-
grepp var relativt mdnga, men vi vdljer har att endast 6vergripande beskriva dessa handlingar,
framst som kontrast till handlingar som bidrar till utforskandet av teoretiska begrepp. Exempel
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pd introducerande handlingar dr ndr lararen forsta gingen namnde cirkel genom att hanvisa till
en tankt gemensam erfarenhet av att kasta en sten i vattnet i uppgift 1. Lairaren knot sedan vid
flera tillfallen tillbaka till stenkastningen och cirklarna den ger upphov till. Lararen stodde ett
fortsatt fokus pa ringarna i vattnet genom att bekrafta det eleverna sa, att ringarna blev storre
och storre (bekrdftande handling). Nar eleverna i forskningslektion tva lade stort fokus pa att
mata runt om cirkeln, det vill siga omkretsen, provocerade ldraren eleverna med fragor som
"Hur ldngt ar avstandet om vi mater tvars igenom cirkeln?”. Provocerande handlingar, det vill
sdga nar lararen gjorde nastan overdrifter, forekom dven nar ldraren fragade hur ringarna pa
vattnet ser ut nar en fisk tittar upp till ytan. Lararen forsokte inkludera elever som kunde miss-
tankas tappa fokus genom att hitta pa flera liknande fragor, exempelvis om att man kastar en
hjartformad sten i vattnet. Alla dessa exempel med fiskar och andra former pa stenar medforde
dock att diskussionen i klassrummet dn mer fokuserade pa hur cirklarna sdg ut (stora, sma el-
ler om de kunde ha annan form an en cirkel) medan begrepp relaterade till en cirkel hamnade i
skymundan.

(2b) Larares handlingar riktade mot teoretiska begrepp
Har presenteras larares handlingar riktade mot teoretiska begrepp.

1. Introducerande handlingar
Introducerande handlingar avser lararens uppmaningar eller fragor som riktar elevernas upp-
madrksamhet mot teoretiska begrepp som relaterar till cirkel.

[ forskningslektion ett och tva tenderade diskussionen i klassrummet att handla om hur cir-
keln och ovalen skiljde sig at till sitt utseende. Eleverna beskrev exempelvis att avstandet tvars
over en cirkel dr lika langt 6verallt men langre pa ett stdlle i en oval. Detta innebar att eleverna
fokuserade cirkeln pa empirisk grund snarare an att de fokuserade begreppen mittpunkt och ra-
die. Forskningslektion tre inleddes darfér med att lararen gav eleverna i uppdrag att konstruera
den storsta cirkel som fick plats i en given kvadrat (se figur 1). Lararen introducerade uppgiften
enligt excerpt 1, med en uppmaning som inneholl de matematiska begreppen cirkel och kvadrat.

Excerpt1

Larare: Konstruera den storsta cirkeln som far plats inuti den har kvadraten.

Elev 1: [Ritar en cirkel-liknande figur i kvadratramen. Linjen pojken ritar foljer konturerna for kva-
draten]

Larare: [Pekar pa figuren pojken nyss ritade] Vad sdger du om den har? [Pekar pa en annan elev]

Elev 2: Det gar att gora storre. [Gar till tavlan och gor en ny “cirkel” som foljer konturerna for kva-
draten i storre utstrackning &n den ritning som elev 1 gjort, se figur 3]

Elev 3: Det dar ser mer ut som en kvadrat. [Pekar pa den figur som elev 2 konstruerade]

Elev 4: Kvadrat-cirkel.

Att lararen, i enlighet med excerpt 1, anvander cirkel och kvadrat utan att sjalv férklara hur den
storsta cirkeln kan konstrueras, tolkas som en introducerande handling vilken framjar elevernas
mojlighet att identifiera problemet. Problemet handlade alltsa om att en cirkel och kvadrat bade
ar lika och skiljer sig at. Lararens handlingar med att uppmana, peka och fraga fungerade pa
sa vis framjande for elevernas utforskande. Handlingarna fungerade fraimjande for att eleverna
borjar ta i bruk begreppen cirkel och kvadrat genom ordet kvadratcirkel och konstruktionen i
figur 3.
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Figur3
Rekonstruktion av elevernas kvadratcirkel

Not. Figuren visar hur flera elever forsokt konstruera cirklar i kvadraten. Elevernas konstruktioner &r inte helt
runda utan foljer i viss utstrackning kvadratens form.

2. Tillbakaknytande handlingar

Tillbakaknytande handlingar avser dterkoppling till teoretiska begrepp som ndamns av elever.
Ett exempel ar hamtat ur forskningslektion tre dar lararen kopplar tillbaka till bendmningen
kvadratcirkel (se excerpt 2).

Excerpt 2
Elev 2: [Gar till tavlan och konstruerar en “cirkel” som féljer konturerna for kvadraten]
Elev3: Det ddr ser mer ut som en kvadrat.
Elev 4: Kvadrat-cirkel.
Larare: Kan vi sdga nagot om den har? Den sag ut som en kvadrat-cirkel.
Elev 4: Jag tycker inte det dar &r en cirkel. Det &r en kvadrat med runda kanter.

Ldararen tar alltsd hjalp av elevernas forslag "kvadrat-cirkel” och knyter tillbaka till den figur som
en av eleverna hade konstruerat pa tavlan. Den kategori av handlingar som kommer till uttryck
i excerpt 2 har pa det har viset funktionen att repetera ett svar som eleverna hade givit genom
att knyta tillbaka till begrepp som redan namnts av eleverna. Lararen sa alltsd inte bara "bra”
eller "ratt”, utan knot i stallet tillbaka till elevens svar sa att de fortsatte att reflektera 6ver det
matematiska innehallet. Pa sa satt upprattholls och vidareutvecklades en larandeverksamhet.

Sammantaget fokuserar tillbakaknytande handlingar pa det teoretiska innehallet genom att
lararen upprepar och uppmanar eleverna att precisera eller reflektera 6ver varandras svar. Lara-
rens fragor tar fasta pd att eleven 1) anvander begreppet cirkel och 2) knyter tillbaka till begrep-
pet cirkel. Det ar alltsd begreppet som asyftas i de tillbakaknytande handlingarna.

3. Bekraftande handlingar

Bekraftande handlingar avser handlingar som fokuserar pa specifika innehallsliga detaljer i
elevernas reflektioner. I denna bekraftelse anvander lararen en elevkonstruktion i kombination
med vad- och hur-fragor sdsom excerpt 3 visar.

Excerpt 3

Larare: Kan vi séga ndgot om den har? Den sag ut som en kvadratcirkel tyckte vi. [Pekar runt den
figur som eleven konstruerade inuti kvadraten, se figur 3] Vad ar det som man nu tanker pa
om det &r en cirkel? Vad &r det som gor att man kan veta att det &r en cirkel?
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Elev 5: Cirklar &r helt runda liksom de ar runda som kvadrater. [Pekar pa cirklarna som &r inskrivna i
kvadraten och avser att den inskrivna cirkeln nuddar mitten av kvadratens sida, se figur 3]

Elev 6: Cirklar @r helt runda, ja ...

Larare: Hur skulle den har kunna bli battre? Den har var lite lik kvadraten. [Pekar runt i cirkeln i kva-
draten och stracker armarna mot eleverna som ar med och reflekterar]

I ovanstdende excerpt bekraftar lararen elevens beskrivning av likheten mellan kvadraten och
cirkeln (det vill siga att cirkelbdgen nuddar mitten av kvadratens sida) begreppet cirkel med
tva vad- och en hur-fraga foranledd av "kvadratcirkel” som elev 4 tidigare utvecklade i excerpt
2. Lararen bekraftar alltsa elevens forslag genom att 1) anvanda ordet kvadratcirkel och, 2) peka
runt den figur som eleven konstruerade. Vad-fragorna leder till att eleverna beskriver en egen-
skap som dels ar lika, dels olika mellan cirkel och kvadrat, att cirklar ar runda kvadrater, vilket
tolkas som att andra egenskaper som exempelvis att olika avstand ar lika pd motsvarande satt i
en cirkel och en kvadrat. Sidorna i en kvadrat har samma langd, precis som diametern i en cirkel
har samma langd var man dan maéter den. Lararen bekraftar att figurerna ar olika, samtidigt som
handlingarna bekraftar eleverna sa att de fortsatter att leta efter fler bevis for skillnaderna mel-
lan en kvadrat och en cirkel. Detta skapar i sin tur ett behov hos eleverna av fler begrepp relate-
rade till cirkel. Sammantaget innebar bekraftande handlingar att lararen mojliggor ett teoretiskt
provande av begrepp genom att bekrafta vad eleverna ser, men ocksd ber dem reflektera bortom
det visuellt uppenbara.

4. Provocerande handlingar

Provocerande handlingar avser handlingar som lararen iscensatter i avsikt att eleverna ytter-
ligare skulle utforska ett teoretiskt begrepp. Dessa handlingar kan vara foljdfragor till nagot
som en elev sdger eller gor och som provocerar eleverna att féra sina antaganden i bevis, om
cirkelns mittpunkt och diameter. Ett exempel pa en sddan handling presenteras i excerpt 4 fran
forskningslektion tre, dar lararen staller foljdfragor om det plustecken en av eleverna har ritat i
"kvadrat-cirkeln” och kallat for mittpunkt.

Excerpt 4

Elev 4: [Ritar ett plustecken nere till vanster i kvadrat-cirkeln som &r konstruerad pa tavlan]

Larare: Kan mittpunkten finnas pa manga stéllen?

Elever: Nej. Bara dar. [Pekar i cirkeln]

Elev 2: [Ber att fa komma till tavlan och ritar ett halvstort plustecken i mitten pa kvadraten pa fri
hand] Man kan rita som ett plus. Sen kan man rita runt och anvanda pluset.

Larare: Galler detta i alla kvadrater och alla cirklar? Var maste diametern finnas?

Elev 2: Om dom &r tillsammans. [Pekar ut ett streck som gar igenom mittpunkten]

Lararen provocerar hdr eleverna att utforska relationen mellan mittpunkt och diameter genom
att frdga huruvida mittpunkten i en cirkel kan finnas pa manga stallen. Eleven som svarar sager
att cirkeln kan ritas runt plustecknet, vilket kan tolkas som att eleven menar att det finns en
mittpunkt som pa nagot sitt kan anvdndas for att 16sa uppgiften, att rita en sa stor cirkel som
mojligt innanfor kvadraten. Lararens fraga bidrar till att eleverna fortsatter utforskandet av och
reflektionerna om begreppet mittpunkt.

Sammantaget handlar denna kategori om att lararen staller fragor som provocerar elevernas
tidigare oreflekterade kunnande om relationerna mellan begreppen.
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5. Inkluderande handlingar
Inkluderande handlingar avser att skapa mojligheter for elever att anvanda teoretiska begrepp
relaterade till ett specifikt kunskapsobjekt, genom att handlingar tar utgdngspunkt i det ndgon
eller ndgra elever har uttryckt verbalt eller visuellt.

Nedanstdende excerpt, excerpt 5, inleds med att elev 2 reflekterar 6ver cirkelns mittpunkt
genom att rita ett plustecken som ar ganska ndra mitten i kvadraten och sedan forklarar hur det
tecknet kan anvandas for att konstruera en cirkel.

Excerpt g
Larare: Just det! [Tittar pa det plustecken som elev 2 ritat i mitten av kvadraten] Och vad ar det du
tanker att du ... hjalper oss med pluset?
Elev 2: Det ar svart att se.
Larare: Ser alla vad hon gjort? Vad tycker ni att hon gjort?
Elev 4: Hon har delat en pizza.
Elev 10: Den ar en mindre version av den.
Larare: Vad &r det som ni har lagt till har nu for att rita en cirkel? [Lararen pekar pa plustecknet]
Elev 3: Pluset gor att den nuddar kanterna. Den nar till kanten.

Efter ett flertal uppfoljande fragor, dar lararen hela tiden tar utgangspunkt i det ndgon eller
nagra elever har uttryckt verbalt eller visuellt, syns hur elev 3 relaterar pluset, mittpunkten, till
cirkelbdge genom att beskriva att "Pluset gor att den nuddar kanterna”. Lararen inkluderar elev-
erna sd att de utvecklar sina reflektioner om mittpunkten genom att stdlla fragor om det plus-
tecken som elev 2 inledningsvis ritar pa tavlan. Genom sina fragor inkluderar lararen eleverna
i reflekterande samtal om relationen mellan cirkelns mittpunkt och avstandet till cirkelbagen,
vilket dven skapar ett behov hos eleverna att anvanda begreppet mittpunkt men ocksa att de
uppmarksammar relationen mellan mittpunkten och mitten av kvadratens sidor.

Sammantaget avser de inkluderande handlingarna att lararen utgar fran elevernas svar och
anvander dem for att ytterligare fraimja reflektioner 6ver begreppet. Lararen inkluderar alltsa
eleverna i ett gemensamt arbete, genom att ta utgdngspunkt i det ndgon elev har sagt och fort-
satta att stdlla fragor som framjar elevernas sokande efter fler bevis och deras anvindande av
teoretiska begrepp kopplade till kunskapsobjektet.

6. Fordjupande handlingar
Fordjupande handlingar avser att rikta elevernas fokus mot relationer mellan begrepp kopplade
till ett specifikt kunskapsinnehadll. I excerpten, excerpt 6 och excerpt 7, nedan tar lararen ut-

”»_”

gangspunkt i elevernas resonemang om radien som bendamns med "1”.

Excerpt 6
Larare: Om det nu &r s3 att det har ar "r", vad blir da denna? [Lararen pekar pa diameterni cirkeln
som &r ritad pa tavlan dar radien &r markerad med “r”] Ar det viktigt vilken stracka som &r
"r"? Kan “r” finnas var som helst och hur som helst i cirkeln?
Elevio: "r" ar emellan. [Pekar med armen fram och tillbaka]
Larare: Mellan har. [Pekar mellan cirkelbdgen och mittpunkten]

Lararens fordjupar har samtalet gdllande relationer mellan begreppen cirkelns radie och mitt-
punkten genom att stélla flera fragor som kan skapa ett behov hos eleverna att anvanda begreppen.
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[ en annan sekvens, excerpt 7, stiller lararen en fordjupande frdga som handlar om diameterns
langd, vilket inbjuder elev 7, 8 och g till att fokusera pa begreppen mittpunkt och cirkelbage (ej
verbalt men med gester).

Excerpt 7
Larare: Vad vet vi om diametern som stracka?
Elev7: Man maste forsoka se att det ar lika 1angt fran. [Pekar med tva hander i luften]
Elev 8: Lika langt. Lika 1dngt har och dit och hér och dit. [Pekar pa mittpunkten och cirkelbagen pa
olika stallen, det vill sdga pa tva radier som &r tankta att finnas tvars 6ver varandra]
Elev o: Man kan kolla pa klockan. Dar &r ju en mittenpunkt.

Lararens handlingar i excerpt 6 och 7 fraimjar elevernas utforskande och anvandande av begrep-
pen radie, diameter och cirkelbdge samt resonemang om hur de relaterar till varandra och till
cirkeln. Nar lararen stéller fragor som "Vad vet vi om diametern som stracka?” fraimjar hon ett
fordjupande resonemang, i vilket eleverna anvander begreppen verbalt och med gester.

Sammantaget handlar de fordjupande handlingarna om att lararen utmanar eleverna att for-
djupa sina resonemang kring relationer mellan begrepp kopplade till ett specifikt kunskapsin-
nehall. Lararen staller fragor som framjar elevernas anvandande av teoretiska begrepp och deras
inbodrdes relation.

Sammanfattning

Sammanfattningsvis visar resultatet att lararens handlingar har betydelse for saval organise-
randet av praktiska detaljer i undervisning - gédllande exempelvis vilka elever som ska arbeta
pa tavlan eller vilka som ska svara pa fragor - som att halla fokus pa de teoretiska begreppen
exempelvis cirkel, mittpunkt och diameter. Sex kategorier av handlingar framtrader som bety-
delsefulla for att etablera, utveckla och uppratthadlla larandeverksamhet. I borjan av lektionen
introducerar lararen en problemsituation dar begreppen behover anvandas, for att sedan knytas
tillbaka till, och bekraftas da eleverna tar dem i bruk. Lararens fragor och pastdenden tycks aven
kunna provocera gruppen att anvanda begrepp och inkludera eleverna i ett fortsatt teoretiskt ar-
bete som kan leda till férdjupande resonemang. De sex handlingarna kan framja en verksamhet
ddr eleverna utmanas att utforska, ta i bruk och reflektera 6ver begreppsliga strukturer kopplade
till ett specifikt kunskapsobjekt.

Diskussion

Artikelns syfte ar att identifiera och diskutera larares handlingar som framjar en verksamhet
dar eleverna utmanas att utforska, ta i bruk och reflektera 6ver begrepp kopplade till cirkel. In-
ledningsvis fors en diskussion kring larares handlingar som riktar elevers samtal mot teoretiska
begrepp och hur de kan framja etablerandet och uppratthdllandet av en larandeverksamhet.
Avslutningsvis diskuteras vart kunskapsbidrag och ndgra didaktiska implikationer.

For att fraimja elevers teoretiska arbete behover lararen stotta eleverna att identifiera ett pro-
blem dar ett specifikt begrepp behdvs. Vidare mojliggor lararen for eleverna att arbeta med
modeller for begreppet, reflektera 6ver bide modeller och begrepp samt reflektera 6ver hur val
modellerna fungerar for att 16sa problemet (Davydov, 2008). Det var forst i uppgift 2 som elev-
erna identifierade problemet med var mittpunkten ar placerad i relation till cirkelns diameter.
I den uppgiften identifierade de ocksa relationen mellan diameter och radie samt relationen
mellan mittpunkten och cirkelbdgen. Behovet av att veta radien for att kunna konstruera en sa
stor cirkel som majligt identifierades med stod av lararens introducerande handlingar. Lararens
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tillbakaknytande, bekraftande och inkluderande handlingar ar alla tre av liknande karaktar, da
lararen hadr tar fasta pad elevernas reflektioner, och pa olika vis gor deras reflektioner menings-
fulla genom att upprepa och inkludera dem i kommande utmaningar. Enligt annan matematik-
didaktisk forskning uppskattar elever, som tidigare namnts, att larare lyssnar och ger aterkopp-
ling (Lim m.fl., 2020). Aterkoppling ir dock, som framgar av vart resultat, en del av det en lirare
behover gora for att engagera elever att reflektera 6ver teoretiska begrepp. Lararna provocerade
eleverna genom att pavisa vad ett begrepp inte ar eller genom att uppmarksamma relationer
som inte gdller, exempelvis som nar ldraren fragade om mittpunkten kan finns pa flera stallen
i kvadrater och cirklar. Férdjupande handlingar identifierades endast i handlingar riktade mot
ett teoretiskt innehdll. De utvecklades i slutet av den tredje lektionen, dar lararen exempelvis
fragade vad eleverna vet om diametern. Den fragan skulle kunna utgdra en uppstart pa en upp-
foljande lektion dar begreppet diameter utforskas.

De lararhandlingar som enligt resultatet framjade elevers utforskande av de teoretiska begrep-
pen behover larare kidnna till. Om ldrare ar medvetna om de olika handlingarna kan de, tillsam-
mans med kollegor, reflektera 6ver hur de kan agera i klassrummet for att elever ska fa mojlighet
att utforska teoretiska begrepp (Repkin, 2003). Det ar sdledes nédvandigt att som ldrare reflek-
tera 6ver vad det innebdr att leda en larandeverksamhet och att olika lararhandlingar kan ge
olika mojligheter for elever att utveckla larandeverksamhet (Davydov, 2008). Elevgrupper som
over tid blir alltmer vana att utveckla larandehandlingar brukar sa smaningom behéva mindre
stod av lararen (Repkin, 2003; Zuckerman, 2004, 2007).

Uppgifterna i forskningslektionerna foljde inte stegen i van Hieles (1986) modell f6r hur geo-
metriskt tainkande bor utvecklas, dar empiriska figurer forst ska identifieras av eleverna innan
de borjar arbeta med teoretiska begrepp géllande geometri. Enligt van Hiele bor lararen forst
visa visuella figurer och anvdnda ett vardagssprak for att gora det mojligt for eleverna att in-
leda ett geometriskt tainkande (Vojkuvkova, 2012). I forskningslektionerna utmanades i stallet
eleverna med de teoretiska begreppen mittpunkt, radie, cirkelbdge och diameter redan i sjilva
utforskandet av begreppet cirkel. Speciellt i forskningslektion tre startade vi, i motsats till van
Hiele, med att eleverna fick reflektera 6ver hur en sa stor cirkel som mojligt kan ritas i en given
kvadrat med hjalp av teoretiska begrepp. Det dr sdlunda mojligt att introducera det geometriska
begreppet cirkel med hjdlp av de teoretiska begreppen.

Utifran vdara erfarenheter av att utveckla larandeverksambhet tillsammans med elever, och att
handleda andra larare i motsvarande situation, har vi upplevt ett behov av att diskutera vad
en larares handlingar bestar i, som kan framja elevers utveckling av larandehandlingar. Vi har
erfarenheter fran egen undervisning, att spontant finga och gd vidare med elevers reflektio-
ner, men vi har ibland en kdansla av att ha glomt eller missat detaljer och darmed i stéllet for
att mojliggora for eleverna att utveckla larandehandlingar eller larandemodeller, slackt dessa
mojligheter (Bjork, 2023; Eriksson, 2021; Fred, 2019). Mycket av det som vi larare gor, som siktar
pa utveckling av en larandeverksamhet, dr sddant som larare gor dven i annan undervisning,
men lararstodet i en larandeverksamhet innebar dock ett ndgot annorlunda arbete. Det vi ser
som styrkan i larandeverksamhet ar kopplingen mellan det matematiska innehallet i undervis-
ningen och lararens handlingar som kan framja ett samtal riktat mot teoretiska begrepp. Det
som ocksa skiljer ar idén i larandeverksamhet om att utforskandet av teoretiska begrepp ska
drivas av eleverna. Larandeverksamhet som didaktiskt ramverk (Davydov, 2008) tillhandahaller
en struktur for vad elever behover utveckla for ett sadant utforskande och denna struktur kan
stodjas genom lararens handlingar. Dessa handlingar behover explicitgoras bade vad géller hur
de kan genomforas och for vilket teoretiskt innehall de bor riktas mot. Handlingarna behover
ocksa bli explicita och medvetna for att larare tillsammans ska kunna diskutera och reflektera
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over dem. Resultatkategorierna, med handlingar som riktas mot teoretiska begrepp, utgor i det
fallet en mojlig utgangspunkt i kollegiala samtal om hur larandeverksamhet kan utvecklas i un-
dervisning. Vidare kan kategorierna av handlingar som riktas mot teoretiska begrepp anvandas
for att, tillsammans med larare, problematisera lararens stod till elever i en larandeverksamhet
aven for andra kunskapsinnehall.

Avslutningsvis tror vi att vi har identifierat handlingar som larare kan utveckla for att framja
elevers mojligheter att utveckla larandeverksamheter som, i var studie, ror begreppet cirkel. Vi
ar dock val medvetna om att fler studier behover goras for att i detalj verifiera och forfina be-
skrivningen av larares handlingar och for att utforska motsvarande handlingar gallande kun-
nande om andra begrepp.

Tack

Viriktar ett stort tack till Helge Ax:son Johnsons stiftelse som gjort arbetet med den har artikeln
mojligt. Vi riktar dven ett stort tack till de larare och elever som deltagit i studien, samt till Fia
Ek och Annika Petersson for deras bidrag i férarbetet.
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Sammanfattning

Syftet med studien, som ligger till grund for artikeln, &r att bidra med kunskap
om vilka mojligheter elever far for att Iara sig forsta likvardiga brak vid olika
lektionsdesigner. For att besvara detta syfte genomférdes en Learning study i
tre cykler i arskurs 5 med 58 elever. Elevernas méjligheter till Iarande analyse-
rades bade kvalitativt genom observation av undervisningen och kvantitativt
genom test dar eleverna fick visa sina kunskaper om likvardiga brak fore och
efter lektionerna. Lektionerna designades med stdd av variationsteori och
matematikdidaktisk forskning. Resultaten visar att eleverna utvecklade sin for-
maga i alla tre cykler, sarskilt i den sista. Framgangsfaktorer i undervisningen
inkluderade lararens anvandning av kontraster, tallinjen och ett strukturerat
satt att hantera elevernas svar. Dessa faktorer visade sig vara effektiva for att
framja elevernas larande. Studiens resultat kan anvandas som underlag for
larare och forskare for att ytterligare 6ka kunskapen om hur undervisningen
kan mojliggora att elever lar sig forsta likvardiga brak.

Nyckelord: matematikundervisning, likvardiga brak, learning study, varia-
tionsteori

Abstract

The aim of the study is to contribute knowledge about the opportunities stu-
dents get to learn to understand equivalent fractions through various enacted
objects of learning in different lesson designs. To address this, a Learning study
was conducted in three cycles in grade 5 with 58 students. Students' learning
opportunities were analyzed both qualitatively through observations and
quantitatively through tests where students demonstrated their knowledge of
equivalent fractions before and after the lessons. Lessons were designed with
the support of variation theory and mathematics education research. Results
show that students improved their ability in all three cycles, especially the last
one. Success factors included the teacher's use of contrasts, the number line,
and a structured approach to student responses. These factors proved ef-
fective in promoting students' learning. Teachers and researchers can use the
study's results to increase understanding of how teaching can enable students
to learn equivalent fractions.

Keywords: Mathematics education, Equivalent fraction, Learning study, Varia-
tion theory
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Introduktion

Rationella tal i bradkform &r en central del av matematikundervisningen (Pedersen & Bjerre, 2021)
och anses vara ett av de mest komplexa och utmanande omradena for elever att forsta (Barbieri
m.fl.,2020; Fazio m.fl., 2016; Schneider & Siegler, 2010). For lasbarheten anvander vi framéver
enbart uttrycket brdk. Det avser da rationella tal i brakform, det vill sdga tal som uttrycks av
formen %/, dar a och b tillhor heltalen (jfr Kiselmann & Mouwitz, 2008). En sarskilt utmanande
aspekt for elever ar att forsta likvardiga brak, det vill sdga brak som representerar samma varde
trots att de har olika tdljare och namnare (Kamii & Clark, 1995; Wong, 2010).

Elevers kunskaper om likvardiga brdk ar avgorande for deras forstaelse av brak och deras for-
mdga att utfora brakberdkningar (Jigyel & Afamasaga-Fuatai, 2007). For att anses ha forstaelse
for likvardiga brak behover eleverna kunna se brak som en méangd som mats i relation till en
referensenhet, konstruera brdk med hjilp av konkreta eller visuella representationer, anvanda
symboliska representationer for att konstruera likvardiga brak, samt inse att likvardiga brak
representerar samma mangd (Cathcart m.fl., 2006; Lamon, 2020). Dessutom behover eleverna
forstd det multiplikativa forhallandet hos likvardiga brdk, vilket innebar att de kan identifiera
sambandet mellan tdljare och ndmnare (Hecht m.fl., 2003; Van Steenbrugge m.fl., 2014) och
forsta att ett brdk kan ha samma varde aven om dess tdljare och ndmnare ar olika. Att forsta
likvardiga brak kraver en integrering och kombination av dessa aspekter (Wong, 2010).

Elever moter flera utmaningar nar det gdller likvardiga brak. En av dessa ar utmaningar ar
svarigheten att identifiera likvardighet nar braken har olika uttryck och kraver férlangning med
stora tal, som att forsta att 2/3 och 28/42 ar likvardiga (Boyer & Levine, 2012; Huinkers, 2002). Vissa
elever kan dven felaktigt tro att brak ar likvardiga om de innehdller samma siffror, exempelvis
att /3 skulle vara likvardigt med 3/2 (Erlwanger, 1973; Skolverket, 2008). Elever tenderar att for-
bise att tdljare och namnare byter plats och anser detta vara irrelevant. En annan utmaning som
paverkar elevers formdga att uppfatta likvardigheten ar deras uppfattning av taljaren och nam-
naren som separata heltal i stdllet for som en enhet, vilket gor att /5 inte uppfattas som likvar-
digt med /s (Jigyel & Afamasaga-Fuatai, 2007; Tian m.fl., 2021). Elevers forstaelse av likvardiga
brak paverkas ocksa av en bias mot heltalet, vilket innebar att de inte ser brak som proportioner
mellan tva relaterade heltal som ar kopplade till tdljare och namnare. Detta kan paverka deras
formdga att forstd att ett brak kan uttryckas pa olika satt (Rodrigues m.fl., 2016; Siegler & Pyke,
2013). Flera studier har belyst dessa utmaningar i elevers brakforstaelse. Daremot behovs fort-
farande mer kunskap om hur undervisningen kan designas for att eleverna ska utveckla detta
kunnande (Lee m.fl., 2011; Mills, 2016). I flera tidigare studier (t.ex. Maunula, 2018; Sveider, 2021)
har matematikundervisning analyserats med hjilp av variationsteorin, eftersom den fokuserar
pa relationen mellan undervisningen och larandet av ett amnesinnehall. Foreliggande studie
syftar till att bidra med kunskap om vilka méjligheter elever far for att lara sig forsta likvardiga
brak vid olika lektionsdesigner.

Brdkundervisning

Nar larare undervisar elever om brak maste de ta hansyn flera aspekter, sdsom val av represen-
tationer (Sveider, 2021), exempel (Sun, 2015; Watson & Mason, 2006) och hur elevsvar hanteras
(Maunula, 2018; Karlsson & Wennergren, 2014). Tidigare forskning visar att larare anvander oli-
ka representationer, som areamodeller och langd- eller linjemodeller (tallinjen), for att fordjupa
elevernas forstdelse av brak (Van de Walle m.fl., 2018). Visuella modeller, sdsom areamodeller
med bade cirkuldra och rektanguldra figurer anvands for att illustrera hur brak utgor en del av
en helhet (Sidney m.fl., 2019; Tun¢ -Pekkan, 2015). Aven om areamodeller ofta anvinds i under-
visning om brdk finns det olika dsikter om deras effektivitet (Moss, 2005; Vig m.fl., 2014).

40



FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE, VOL. 12, NR 3, 2024, 39-59 Cecilia Sveider m.fl.

En larare som daremot vill att eleverna ska forstd att ett brak ar ett tal som kan representeras
som en position pa en tallinje (se Cramer m.fl., 2019; Eriksson, 2015) kan anvianda langd- eller
linjemodeller (Schumacher m.fl., 2018). Hamdan och Gunderson (2017) visade att elever som
placerade brdk pa en tallinje var mer framgdngsrika vid jamf6relse av brak an de som anvande
areamodeller. Vikten av tallinjen i undervisning om brak, dar fokus riktas mot brakets storlek,
har betonats av flera forskare (t.ex. Baribieri m.fl, 2020; Cramer m.fl., 2019; Fuchs m.fl., 2017;
Jordan m.fl,, 2017; Siegler & Lortie-Forgues, 2017; Siegler m.fl., 2010). En fordel med att anvanda
tallinjen ar att den dven kan anvandas for att representera negativa brak och brak som ar mycket
stora (Fuchs m.fl., 2021).

For att underlitta elevernas forstaelse av brak ar det avgorande att lararen aktivt integrerar oli-
ka representationer i undervisningen, oavsett om de ar konkreta, visuella bilder eller abstrakta
symboler. Det ar sarskilt viktigt att koppla de visuella bilderna till de abstrakta representatio-
nerna (Flores. m.fl., 2018; Hudson & Miller, 2006), vilket kan hjilpa eleverna att fokusera pa de
centrala aspekterna av det matematiska innehdllet och darigenom uppna en djupare forstdelse
av matematiska begrepp (Diindar, 2015; Ekdahl, 2019; Lesh, 1981).

Forskning om hur olika undervisningsmetoder i helklass hjalper elever att tillagna sig kun-
skaper om likvardiga brdk ar begransad. Tidigare studier har framfor allt studerat individu-
ell eller gruppvis undervisning med elever som beskrivs ha matematiksvarigheter (t.ex. Dyson
m.fl., 2020; Eriksson, 2015; Flores m.fl., 2018; Siegler m.fl., 2011). Tidigare studier har exempelvis
undersokt effekter av specifika undervisningsmetoder som explicit undervisning (t.ex. Ennis &
Losiniski, 2019). Andra studier har utvarderat effektiviteten hos ett matematikprogram, sa som
Fraction Face Off! (FFO!), for fjardeklassare (t.ex. Fuchs m.fl., 2013). Det finns dven studier (t.ex.
Wang m.fl., 2019) som har studerat elevers sjdlvreglering, dar eleverna sjalva fick satta upp mal,
skatta sig sjdlva och fick stod i positivt tankande. Det finns ndgra studier om undervisning om
likvardiga brdk, sdsom Levenson (2010) och Inagaki med flera (1999). I Levensons (2010) studie
undersoktes vilken typ av forklaring eleverna foredrog i undervisningen om likvardiga brak.
Resultaten visade att elever som bedémdes vara hogpresterande elever foredrog forklaringar
som inneholl abstrakta symboler, medan elever som bedomdes som medelpresterande eller 1ag-
presterande elever foredrog forklaringar dar bilder anvandes for att visualisera likvardiga brak.
I Inagaki med flera (1999) observerades amerikanska och japanska matematiklektioner for att
undersoka feedback och frdgor fran larare, samt hur mycket tid som dgnades at detta.

Resultaten visade ingen skillnad i interaktionstid mellan amerikanska och japanska matema-
tiklektioner. Daremot hade de amerikanska lektionerna 6ver tre ganger sa manga interaktioner.
Under de amerikanska lektionerna bad lararna eleverna att beratta vilken procedur de anvant,
medan de japanska lararna uppmanade eleverna att forklara och motivera sina procedurer. De
japanska elevernas svar var mer komplexa, och ldrarna involverade andra elever i interaktionen,
vilket gav dem mdjlighet att utveckla resonemang och argumentation for sina procedurer. Stu-
dien visade att de japanska eleverna erbjods mer generell forstaelse som kunde appliceras pa
olika uppgifter an de amerikanska elever, trots liknande interaktionstid och matematikinnehall.
Ovanstdende forskningsresultat har varit vagledande i konstruktionen av vara lektioner.

Variationsteori

En ytterligare utgdangspunkt for vara lektioner och analys av dem ar variationsteori. Grundlag-
gande i teorin ar att larande alltid ar riktat mot ndgot, ett ldrandeobjekt, (Marton, 2015). I denna
studie ar larandeobjektet att kunna identifiera brdk och att omvandla likvérdiga brdk. For att elev-
erna ska kunna utveckla det avsedda kunnandet behover de urskilja nya aspekter av larandeob-
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jektet som gor det majligt att forstd det pd ett nytt sdtt. Dessa aspekter bendamns som kritiska
aspekter (Marton, 2015). For att undervisningen ska bli framgéangsrik behover lararen identifiera
vilka aspekter som ar kritiska for den aktuella elevgruppen. Det gor att undervisningen riktas
mot det som ar utmanande for eleverna i relation till det som ar centralt for att forstd larande-
objektet. Kritiska aspekter gdr att finna genom att analysera hur eleverna erfar larandeobjektet
innan de har fatt undervisning (Pang & Ki, 2016). I en elevgrupp brukar det vanligen finnas ett
begransat antal satt att forsta larandeobjektet pa.

Marton (2015) beskriver att larande mojliggors framst nar vi erfar skillnader, inte likheter, vil-
ket gor att det dar en bra grundprincip att utga fran i undervisningen. Det innebar att kontrast
och jamforelser ar kraftfulla verktyg for att mojliggora for eleverna att urskilja nya aspekter av
ett larandeobjekt. Aspekterna blir mojliga att urskilja for att en dimension av variation 6ppnas
ndr tva varden inom dimensionen kontrasteras (Lo, 2014; Marton, 2015). Om ldraren till exempel
vill att eleverna ska urskilja formen pa trianglar sd kan ldraren 6ppna en dimension av varia-
tion genom att variera aspekten form, vilket kan goras genom att kontrastera en triangel mot
en kvadrat. Andra aspekter, sd som farg, storlek ar daremot invarianta, vilket innebadr att de ar
lika. Genom att variera den fokuserade aspekten mot en invariant bakgrund riktas elevernas
uppmarksamhet mot den kritiska aspekt som ar i fokus, i det foregdende exemplet innebar det
att sjdlva formen. Nar en aspekt ar utskild, bor lararen anvanda sig av generalisering. Da varieras
systematiskt de aspekter som inte ar kritiska, vilket innebdr att en aspekt varieras i taget, sam-
tidigt som 6vriga aspekter ar invarianta (Lo, 2014; Marton, 2015). I foregdende exempel innebar
det att den fokuserade aspekten form ar invariant, men att andra aspekter varieras, till exempel
kan trianglar med olika vinklar jamforas for att pa sa satt peka ut att det ar fortfarande trianglar.

Genom att analysera hur variationsteorins grundprinciper iscensdtts i undervisningen, och
sdtta detta i relation till elevers larande, gar det att analysera vilka larandeméjligheter eleverna
erbjods (Marton, 2015).

Metod

En learning study (LS) genomf6rdes for att undersoka vilka mojligheter elever far for att lara sig
forsta likvardiga brak vid olika lektionsdesigner. Studien genomfordes av tva forskare i samar-
bete med tva erfarna larare. Processen bestod av tre cykler bestdende av foljande steg: fortest,
identifiering av kritiska aspekter, planering av tva lektioner, genomforande av lektionerna, ef-
tertest och analys.

Deltagare och urval i studien

Vi valde larare med vilka vi redan hade en kontakt, vilket innebar att urvalet var malinriktat
(se Bryman, 2018). Bada lararna var erfarna och hade visat intresse for att utveckla sin matema-
tikundervisning. De tva ldrarna som deltog i studien arbetade pa varsin skola men pa samma
ort. I studien deltog tre klasser fran arskurs 5. Klasserna valdes ut for att de fanns pa samma
skolor som lararna arbetade och dar ldrarna hade etablerat kontakt med eleverna. Total deltog
58 elever fordelade pa tre klasser; cykel 1 (19 elever), cykel 2 (16 elever) och cykel 3 (23 elever). Tva
av klasserna var placerade pa en skola, medan den tredje klassen fanns pd en annan skola. Bada
skolorna ar kommunala och beldgna i en mindre ort i mellersta Sverige.

For- och eftertest

For att utvardera elevernas kunskaper utvecklades ett test som fungerade bade fore och efter
undervisningen. Konsistensen mellan testen bedomdes vara 0,75 enligt Cronbachs alfa. Syftet
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med testet var att (a) analysera elevernas formaga att hantera brak och (b) utvardera om det
fanns skillnader i elevernas prestationer pa uppgifter om likvardiga brak fore och efter undervis-
ningen (jfr Marton, 2015). For att sdkerstalla att eleverna forstod uppgifterna i testet, genomgick
uppgifterna en pilottestning med en grupp elever som inte deltog i den aktuella undervisningen.

Testet bestod av tre kategorier (testvariabler): (1) att identifiera och skilja brak fran decimaltal,
heltal, negativa tal och tal skrivna i procentform, (2) att uttrycka likvardiga brak med hjalp av
areamodeller och (3) att uttrycka likvardiga brdk utan hjdlp av areamodeller. Syftet med den
forsta kategorin var att bedoma elevernas kunskap om brak som matematiskt begrepp. For att fa
maximala poang behévde eleverna identifiera bade ensiffriga brak, exempelvis 7 och tvasiffriga
brak som *%s3, som brak. Maximalt antal poang for denna kategori var 1 podng. Syftet med den
andra kategorin var att bedoma elevernas formaga att, med hjalp av visuella representationer,
skapa likvardiga brak. For att fa full poang behvde eleverna kunna rita tva brdk som var likvar-
diga med det ursprungliga brdket, vilket innebar att de hade samma numeriska varde. Maximalt
antal poang for denna kategori var 2 poang. Den tredje kategorin, som utgjorde huvuddelen av
testet, inkluderade tre olika typer av uppgifter. Syftet med dessa uppgifter var att bedoma elev-
ernas formaga att identifiera likvardiga brak, sasom Y4 = %5, samt att identifiera brak som inte var
likvardiga, sasom 5 och %1. Dessutom skulle eleverna sjdlva kunna skriva brak som var likvardi-
ga med givna brak, exempelvis V5, %5, % och Y10. Den sista uppgiften inkluderades for att bedoma
elevernas formdga att hantera omvandling av namnaren och eller tdljaren. Maximalt antal podang
for denna kategori var 9 poang. Testet genomfordes bade fore och efter eleverna undervisades
om likvardiga brdk. Testet genomfordes i borjan av studien i alla tre klasser. Samma test utférdes
sedan igen i klasserna i cykel 2 och 3, for att testresultaten skulle vara nara forskningslektio-
nerna. Resultaten fran andra testomgangen skilde sig enbart marginellt fran den forsta.

Kvalitativ analys

For att fa insikt om hur eleverna erfor likvardiga brik och for att identifiera kritiska aspekter ge-
nomfordes dven en kvalitativ analys av fortesten som genomfordes i de tre klasserna. Analysen
inspirerades av Pang och Kis (2016) beskrivning av att kritiska aspekter kan identifieras genom
att utga fran en analys av hur elever erfar larandeobjektet.

Initialt analyserades hur eleverna erfor brak. Detta gjordes genom att forst gruppera likartade
l6sningar pa uppgifterna, vilket gjorde att vi kunde identifiera de olika strategier och tillvaga-
gdngssatt som eleverna anvande (se forsta kolumnen i tabell 1). [ ndsta steg anvande vi de identi-
fierade strategierna for att beskriva hur eleverna erfor brik. Vi utgick da fran andra ordningens
perspektiv (se Marton & Booth, 2000), vilket innebar att vi forsokte beskriva hur eleverna for-
star brak. Vi stéllde oss dd bland annat foljande fragor: Om denna strategi anvdnds, hur forstdr
da eleverna brdk? Ndr eleven [6ser uppgiften pad detta sitt, vad fokuserar eleven pd dd? P4 sa satt
kunde vi fanga de kvalitativt skilda satt som brdk kan erfaras som, utifran vart dataunderlag (se
andra kolumnen i tabell 1). Detta resulterade i fem kategorier.

Baserat pa dessa kategorier identifierades kritiska aspekter genom att utga frdn varje kategori
och analysera vad eleverna annu inte hade urskilt och vad de behéver urskilja (se tredje kolum-
nen i tabell 1).

Kvantitativ analys

I den kvantitativa analysen anviandes beroende t-tester for att utvardera om det fanns ndgra
medelvardesskillnader i elevernas prestationer fore och efter LS-cyklerna (1-3) pa de tre test-
variablerna vid bade for- och eftertesten. Om det fanns en signifikant skillnad mellan for- och
eftertest anvandes Hedges' g for att berdkna effektstorleken. Hedges' g-varden pa o,2, 0,4-0,5
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och 0,8 eller hogre indikerar en liten, mattlig eller betydande effekt. Om empirin inte uppfyllde
kraven for normalférdelning, enligt Hair med flera (2010)', utférdes inga t-tester.

Arbete med lektionsdesign och analys under pdgdende Learning study

Lektionerna designades gemensamt av forskar-larargruppen med utgangspunkt i variationsteo-
rin och tidigare forskning om brakundervisning (se bilaga 1). Syftet var att synliggora de kritiska
aspekter som identifierades i fortestet. Vi stravade efter att skapa kontraster som riktade elever-
nas uppmadrksamhet mot de kritiska aspekterna (jfr Marton, 2015). Dessutom anvandes flera re-
presentationer, sarskilt tallinjen (jfr Fuchs m.fl., 2017; Jordan m.fl., 2017; Siegler & Lortie-Forgues,
2017; Siegler m.fl., 2010), for att stodja elevernas forstdelse av likvardiga brak.

[ varje cykel holl en av de deltagande lararna i tva lektioner. Lektionerna observerades av en av
forskarna och dokumenterades genom videoinspelning med hjalp av en iPad. Ett par dagar efter
lektionerna genomforde eleverna eftertestet for att utvardera deras kunskapsutveckling.

Efter varje cykel analyserades medelvardesskillnaden mellan f6r- och efterresultaten. Da sok-
tes efter vilka omrdden eleverna hade utvecklats pd. Darefter analyserades lektionerna med
fokus pad hur ldrandeobjektet och de kritiska aspekterna framtrddde, samt om andra aspekter
visade sig vara kritiska an de som hade identifierats i fortestet. Inga nya kritiska aspekter fram-
kom pa detta sdtt. Efter varje cykel genomfordes daremot revideringar avseende hur de kritiska
aspekterna synliggjordes.

Reanalys av lektionerna

Efter att lektionerna hade genomforts analyserades de inspelade och transkriberade lektionerna
i forhallande till resultaten fran for- och eftertesten dnnu en gang. Analysen utfordes av de ur-
sprungliga forskarna samt en tredje forskare som tidigare inte hade varit involverad i studien.

Baserat pa variationsteoretiska antaganden (utifrdn Lo, 2014; Marton, 2015) analyserades initi-
alt varje cykel separat med fokus pa hur larandeobjektet och de kritiska aspekterna framtradde.
Analysen riktades mot vad som blev i forgrunden i undervisningen. Det innebar hur ldraren och
eleverna pratade om dessa exempel samt hur elevsvaren anvandes. Analysen sattes ocksa i rela-
tion till elevers larande bade sa som det uttrycks pd lektionen och det som framkom i skillnaden
mellan for- och eftertest.

[ ndsta steg jamfordes resultaten fran for- och eftertesten mellan cyklerna for att identifie-
ra specifika undervisningsmoment dar elevernas prestationer skilde sig at. Dessa sekvenser
analyserades sedan djupgdende utifrdn variationsteoretiska antaganden for att forsta vad som
eventuellt paverkade elevernas resultat. Jimforelserna fokuserade pa hur de kritiska aspekterna
framtradde avseende variationsmonster och hur lararen hjalpte eleverna i att rikta sin uppmark-
samhet mot dessa aspekter.

Etik

For att sdkerstalla efterlevnad av etiska principer (se Vetenskapsradet, 2017) gav eleverna och
deras vardnadshavare skriftligt samtycke att delta i projektet. Samtliga elever deltog i under-
visningen, forutom de som inte gav sitt medgivande att bli filmade. For att skydda elevernas
och lararnas konfidentialitet, inkluderas inga namn, skolor eller orter i artikeln. Det insamlade
materialet anvands endast i forskningssyfte och forvaras sdkert i enlighet med riktlinjerna vid
Linkopings universitet.

1 Enligt Hair m.fl. (2010) bor data anses vara normalférdelad om skevheten ligger mellan -2 och +2 samt kurtosis
mellan -7 och +7.
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Resultat
Resultatet presenteras i tvd delar. Den forsta delen beskriver dels resultat fran den kvalitativa
analysen, dels resultat fran kvantitativa analysen av elevtesterna. Den andra beskriver hur de
kritiska aspekterna hanterades i undervisningen.

Nedan presenteras forst analysen av elevernas olika tillvagagdngssatt och de kritiska aspekter
som identifierades baserat pa dem. Darefter beskrivs de resultat som eleverna fick pa for- och
eftertesten.

Elevers olika sdtt att erfara likvirdiga brdk och identifierade kritiska aspekter

Genom den kvalitativa analysen identifierades fem olika sdtt att erfara likvardiga brdk. I tabell
1 redovisas, i den forsta kolumnen, elevers satt att erfara brak. Kolumn tva presenterar de stra-
tegier som eleverna anvander for att 16sa uppgifterna. Den tredje kolumnen specificerar vilken
kritisk aspekt som har identifierats i relation till varje kategori. For att forsta likvardiga brak
behover de urskilja vad ett brak ar. Darfor handlar de forsta strategierna om brdk och de reste-
rande om likvardiga brdk. De tva 6versta kritiska aspekterna ar likartade, skillnaden bestar i att
den understa av dem ar inriktad mot ett specifikt sitt att erfara brdk som begransade till tiljare
och ndmnare mindre dn 10. [ resultatdelen Hantering av de kritiska aspekterna under lektionerna
kommer dessa kritiska aspekter behandlas under samma rubrik.

Tabell 2
Elevers erfaranden, strategier och kritiska aspekter.

Elevers erfarande Strategier Kritisk aspekt

Ser decimaltal som brak Ringar in 23,67 som brak. Ett brak uttrycks i formen 2/,

Skiljer inte pa braktal, decimaltal
och procent.

Ser brak som begransade till Ringar in /s men inte **/ea. Ett brék uttrycks i formen /s

taljare och ndmnare mindre an 10 e e o) ) oberoende av vilka tal som star i
Vid forlangning av brak overskrids 1 R
tédljaren och namnaren.

aldrig talet 10 i néamnaren eller
téljaren (Y10=%/s).

Ser likvardiga brak som likadana Byter plats pa téljaren och Talens position dndrar brakets
tal pa ny plats. namnaren (Y/a = */1). varde.
Ser likvérdiga brak som en additiv ~ Férldnger bara téljaren (2/s= %/s). Det finns en multiplikativ relation

och férhallandet mellan nédmnare
och téljare dr proportionellt.

relation det vill sdga namnare

1 Forlanger bara ndmnaren (3/4=
eller téljare adderas med samma & (

3
tal. /e)-
Ser likvardiga brak som en Adderar téljaren och namnaren For att forlanga brak multipliceras
matematisk procedur med med samma tal (3/4= %/s). tdljaren och ndmnaren med
addition. samma tal.

Elevernas prestationer pa for- och eftertest

Elevernas prestation pd matematiktestet presenteras for varje cykel. Beskrivande statistik visas,
i form av medelvarde (M), standardavvikelse (SD) och medelvardesskillnad (MD), for elevernas
prestationer avseende (a) Brakidentifiering (BI), (b) Likvardiga brak med areamodeller (LBMA),
och (c) Likvardiga brdk utan areasmodeller (LBUA), se tabell 2.
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Analysen av elevernas prestationer fore och efter undervisning (cykel 1) visade att eleverna
presterade signifikant battre pa uppgifter relaterade till brakidentifiering (BI), t(19) = 2,99, p
=0,008 och uppgifter om likvardiga brak utan areamodeller (LBUA), t(19) =3,17, p = 0,005 . P&
brakidentifieringsuppgiften observerades en stor skillnad i prestation fore och efter undervis-
ning (Hedges'g = 0,95), medan likvardiga brak utan areamodeller visade en mattlig forbattring
(Hedges'g = 0,55).

I cykel 2 presterade eleverna signifikant battre pa eftertestet jamfort med fortestet pa bra-
kidentifieringsuppgiften, t(16) = 2.40, p = 0,029, samt pd uppgifterna som involverade likvar-
diga brak utan areamodeller, t(16) = 4,26, p < 0,01. En betydande effektstorlek observerades for
utvecklingen av prestationen i uppgifter med likvardiga brdk utan areasmodeller (Hedges'g =
0,82), medan en mattlig effektstorlek pavisades for utvecklingen av prestationen i brakidentifie-
ringsuppgiften (Hedges'g = 0,73).

[ cykel 3 observerades signifikanta effekter pa uppgiften for att identifiera brak, t(23) = 3,49, p =
0,02, och pa uppgifter for likvardiga brak utan areamodeller, t(23) = 6,11, p < 0,01. Effektstorleken
avseende skillnaden mellan prestation fore och efter undervisning var for likvardiga brak utan
areamodell (Hedges'g =1,76) och for férandringen av prestationen pa uppgiften for att identifiera
brak (1.1) var betydande.

Tabell 2
Resultat fran for- och eftertest, cykel 1-3.

Cykel 1 Cykel 2 Cykel 3
n=19 n=16 n=23
Testvariabel Fortest Eftertest MD  t(19) Hedges'g Fortest Eftertest MD t(16) Hedges'gs  Fortest Eftertest MD t(23) Hedges'g
M (SD) M (SD) M (SD) M (SD) M (SD) M (SD)
B 0.50 0.90 0.40  2.99%* 0.95 0.61 0.91 0.30 2.40* 0.73 0.46 0.92 0.46 3.49** 1.10
(0.51)  (0.31) (0.50)  (0.24) (0.51) (0.28)
LBMA 1.85 1.80 -0.05 0.75 0.11 1.74 1.76 0.02 0.37 0.03 1.96 2.00 0.04 Ns 0.00
(0.52)  (0.37) (0.62) (0.56) (0.19)  (0.00)
LBUA 3.35 5.50 215 3.17* 055 2.96 5.76 2.80 4.26*%* 0.82 3.93 8.64 471 6.11** 1.76
(3.63) (4.22) (3.18) (3.75) (3.34) (1.63)

Not. * p<0,05. ** p< 0,001

Sammanfattningsvis visar resultaten varierande effekter inom varje cykel for de olika testvariab-
lerna. I cykel 1 framtradde en betydande positiv effekt for brakidentifiering (BI) med en Hedges'g
effektstorlek pa 0,95, medan effekten for likvardiga brak utan areamodeller (LBUA) var mindre
positiv med en Hedges'g effektstorlek pa o,55. I cykel 2 var effekten for brakidentifiering (BI)
ndgot mindre med en Hedges's g effektstorlek pd 0,73, medan effekten for likvardiga brak utan
areamodeller (LBUA) 6kade till 0,82. Cykel 3 uppvisade en markant 6kning av effekten fér bade
brakidentifiering (BI) med en Hedges'g effektstorlek pa 1,10 och likvardiga brak utan areamodel-
ler (LBUA) med en Hedges'g effektstorlek pa 1,76.

Inom varje cykel observerades ocksa 6kningar i medelvarden for testvariablerna Bl och LBUA.
For brakidentifiering (BI) observerades en gradvis 6kning fran o,4 (cykel 1) till 0,46 (cykel 3). Li-
kasd 6kade medelvardesskillnaden for likvardiga brak utan areamodeller (LBUA) fran 2,15 (cykel
1) till 4,71 (cykel 3). Dessa resultat antyder en positiv utveckling 6ver tid inom varje cykel for bada
testvariablerna. De flesta elever forbdttrade sina resultat avseende bade brdkidentifiering och
forstaelse av likvardiga brak utan visuella modeller efter att de hade fatt undervisning.
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Hantering av de kritiska aspekterna under lektionerna
I nedanstdende resultat framstalls hur de kritiska aspekterna synliggors i undervisningen.

Ett brak uttrycks i formen 3/,

En kritisk aspekt vad galler larande av brdk ar att forstd hur ett brdk uttrycks. I denna studie
handlar det om att eleverna kan sarskilja hur brdk, decimaltal och procent uttrycks och forsta
skillnaden i funktionen hos brakstrecket och decimaltecknet. De behdver ocksa urskilja att ett
brdk kan ha bade ensiffriga och tvasiffriga nimnare och taljare.

For att denna aspekt skulle bli urskiljningsbar for eleverna, fick eleverna i uppgift att sarskilja
brak, procent och decimaltal fran varandra. Lararen visade tre separata korgar, markta med or-
den "brak”, "procent”, och "decimaltal” och placerade talen 25,8, /4, 33%, ?’/6s och 4% Gver dem.
Genom att 6ppna en dimension av variation av hur rationella tal och tal i procentform kan ut-
tryckas hjalpte ldararen eleverna att rikta sin uppmarksamhet mot de olika satten att skriva tal.
Det var viktigt att inkludera brdk dar tdljaren och namnaren 6verskred 10, eftersom detta hade
visat sig vara utmanande for vissa elever.

Darefter ledde lararen en diskussion dar larare och elever gemensamt placerade talen i sina
respektive korgar. Under denna aktivitet fick eleverna bidra med forslag och lararen klargjorde
vilka tecken som anvdndes i de olika uttrycken. Ett exempel pd en sddan aktivitet ses i excerpt 1.

Excerpt 1. Utdrag cykel 3, lektion 1

Elev: 25 komma 8 ska vara i decimaltal.

Larare: Det &r ju ett decimaltal ja det finns ett decimaltecken déar [pekar].

Elev: 4 procent ska vara i procent.

Larare: Den ska ner dar ja for dar har vi ju procenttecknet dar [pekar].

Elev: Tjugosju av sextiofem ska till brak, precis som en fjdrdedel

Larare: Precis, tjugosju sextifemtedelar och en fjardedel ska ju ner till brdkkorgen.

[ excerpt 1 (cykel 3, lektion 1) framgar det att lararen forklarade pa vilket sétt de olika talen skrivs,
inklusive decimal- och procenttecken och brakstreck. Genom att det finns en variation avseende
hur rationella tal och procenttal skrivs, mojliggor det att eleverna ldttare urskiljer dessa skillna-
der. I denna studie anvande vi dock inte samma siffror i de olika talen, vilket gor att aven dessa
varierar. Detta skulle kunna ha paverkat kontrastens tydlighet. Baserat pa resultaten sd verkar
det emellertid inte ha haft avgorande betydelse for elevernas larande.

Dessutom var ldararen noga med att korrekt uttrycka talen verbalt, aven om eleverna inte gjor-
de det. Detta illustreras nar en elev sdger "tjugosju av sextiofem” (excerpt 1, cykel 3, lektion 1). I
detta exempel bekraftar lararen svaret, samtidigt som lararen dndrar formuleringen och betonar
"delar” i uttrycket for att matematiskt korrekt uttrycka talet. Genom att variera uttryckssattet av
braket mojliggjorde lararen att eleverna kunde urskilja hur talet ska uttryckas.

Denna aktivitet genomfordes pa samma satt under samtliga tre cykler, eftersom ndstan alla
elever redan i den forsta cykeln forbattrade sin formaga att identifiera brdk, se tabell 2, cykel 3,
testvariabel BI.

Talens position andrar brakets varde

En annan kritisk aspekt ar att eleverna behéver urskilja att likvardiga brak handlar om foérhal-
landet mellan braken och att detta forhallande férandras nar taljaren och ndimnaren byter plats.

47



FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE, VOL. 12, NR 3, 2024, 39-59 Cecilia Sveider m.fl.

P4 en 6vergripande niva férandrades undervisning fran att ge eleverna en mgjlighet att sjalva
notera kontraster till att lararna explicit uppmarksammade eleverna pa kontraster och kontrol-
lerade hur eleverna uppfattat innehallet.

I cykel 1inleddes momentet genom att lararen presenterade det matematiska uttrycket %2, bade
som en halv rektangel och genom en halv stracka pa tallinjen. Eftersom 2 ar invariant blir re-
presentationerna i forgrunden, vilket mojliggor att eleverna urskiljer att ¥2 kan representeras pa
olika satt. Med detta som utgangspunkt skrev ldraren brakuttrycken Y2 och % pa tavlan, vilket
skapade en kontrast dar enbart positionen pa talen i taljaren och ndmnaren varierade. Lararen
stdllde sedan en friga till eleverna om de bada brdken var lika mycket varda. Genom att stélla
den frdgan gavs eleverna en mojlighet att se att talens position i ett brak paverkar dess varde.
En elev fick mojlighet att uttrycka sina tankar kring detta, se excerpt 2 (cykel 1, lektion 1) nedan:

Excerpt 2. Utdrag cykel 1, lektion 1

Larare: Ar de lika mycket varda?

Elev: De &r inte samma.

Larare: De ar inte samma. Varfor ar de inte samma?

Elev: Du har bytt plats pa dem.

Larare: Jag har bytt plats pa dem och da blir det inte samma vérde.

Elevens fokus riktades mot om talen har samma position, snarare dn mot att jamféra om ut-
trycken har samma numeriska varde. Lararen hanterade detta elevinspel genom att upprepa det
eleven sa. Vid elevens andra svar gjorde lararen ett tillagg och sa att "dd blir det inte samma var-
de” (excerpt 2, cykel 1, lektion 1). Det indikerar att eleven riktade sitt fokus mot positionen, men
detta utforskades inte vidare. Lararen konstaterade sedan att det inte blir samma varde men for-
klarade inte varfor det ar sd, vilket innebar att eleverna limnades sjdlva att forsta det. Eleverna
fick darfor inte hjalp med den begreppsliga forstdelsen av brak. I ovanstdende exempel (excerpt
2, cykel 1, lektion 1) anvandes en kontrast, men eftersom enbart talens position blev i forgrunden,
och inte hur talens position paverkade brakens varde, minskade elevernas larandemojligheter.

I cykel 3 genomfordes forandringar for att forbattra elevernas mojlighet till larande. Ordningen
pa vissa moment dndrades samtidigt som ldraren introducerade bade bendmningen och funk-
tionen av taljaren och ndmnaren utifran braket %2. Detta innebar att elevernas uppmarksamhet
inte enbart riktades mot benamning, som i cykel 1, utan aven mot den begreppsliga forstaelsen.
For att gora detta anvande ldraren areamodellen i form av en rektangel som var uppdelad i tvd
lika stora delar. I excerpt 3 nedan exemplifieras lararens forklaring:

Excerpt 3. Utdrag cykel 3, lektion 1

Larare: Taljaren visar ju hur manga utav de har delarna som jag har fyllt i, och ndmnaren visar hur
manga delar jag har delat ndgonting i [pekar]. S& har har vi en halv. Om jag skulle ha fyllti
hela den har [fyller i andra halvan], vad hade jag fatt for braktal d@? Om jag hade fyllt i bada
delarna?

I citatet fran excerpt 3 (cykel 3, lektion 1) framgar det att lararen forklarar bade taljarens- och
ndamnarens funktion kopplat till det givna exemplet som visas pa tavlan. Dessutom ger ldraren
en generell forklaring av deras betydelse. Braket dr invariant och representationen av braket va-
rierar, vilket gor att uttryckssdttet kommer i forgrunden, sarskilt nar talen 1 respektive 2 i braket
kopplas ihop med den visuella representationen. Nar ldraren sedan fragar vilket brak det blir nar
andra halvan fylls i, riktas uppmarksamheten mot tiljarens funktion, eftersom det dr den som
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varierar mot en invariant bakgrund, dd ndimnaren inte dndras i det svar som eftersoks (%2 och
25). Eleverna far ocksa stod i hur de kan tanka for att koppla ihop den visuella representationen
med det matematiska uttrycket.

Nar kontrasten (%2 och %) sedan introduceras gor lararen en koppling till det fortest som elev-
erna genomfort (se excerpt 4, cykel 3, lektion 1), vilket inte férekom i cykel 1. Denna koppling kan
hjalpa eleverna att se relevansen i de exempel som lararen presenterar.

Excerpt 4. Utdrag cykel 3, lektion 1

Larare: Nar vi gjorde det har fortestet, kommer ni ihdg? Da fick man satta ut vardet pa olika brak
och da var det ndgra elever som skrev sa har [skriver] att en halv var lika med tva endelar (2
=2/4). Men nu undrar jag: Ar det s&? Om ni funderar lite, om ni kopplar det till vad ni vet om
taljaren och némnaren och sa. Ar det har tva braken lika mycket vérda? Prata med dem du
sitter bredvid. [Eleverna pratar med varandra] Ar de har braken lika mycket varda?

Elev: Nej.

Larare: Varfor inte da?

Elev: For att det andra talet ... det har ju tva hela.
Larare: Jattebra. Ska jag visa vad du sa?

[ excerptet 4 (cykel 3, lektion 1) syns att lararen forst knyter an till elevernas tidigare uppfattning,
men ocksd uppmanar dem att anvanda den kunskap om tdljarens och ndmnarens funktion som
de precis har gatt igenom ndr de diskuterar skillnaden mellan de tva braken. Detta mgjliggor att
elevernas tidigare satt att forsta brak kan kontrasteras mot ett nytt satt, vilket gor att det nya
sattet blir lattare att urskilja.

Darefter fortsatter lararen genom att, baserat pa elevens inspel, anvanda areamodellen och tal-
linjen for att illustrera inneborden. Lararen visar en halv och kontrasterar detta mot tvd hela och
gor samtidigt en koppling till de matematiska uttrycken. Detta foljs av att lararen visar samma
tal pa tallinjen och markerar bade %2 och % (se figur 1).

Figura

1/2 2/1

Tallinje och rektanglar som visar bréken 1/2 och 2/1

Genomgdende visas bada talen samtidigt, forst i areamodellen och sedan pa tallinjen. De kopp-
las ocksa direkt samman med de matematiska uttrycken. I denna sekvens sker en progression
dar eleverna forst far se kontrasten mellan Y2 och % i rektanglarna, for att sedan ocksa se dem
pa tallinjen. Det blir da ocksa en kontrast mellan de bada representationerna. I den kontrasten
ar braken invarianta och representationerna varierar, vilket gor att uttrycksformen for braken
blir i forgrunden.
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Sekvensen avslutas med att dven %5 och % visas pd samma satt. Pa sd sdtt far eleverna yt-
terligare ett exempel (bade via areamodellen och pa tallinjen) pa att de olika braken ar olika
stora och att de hamnar langt ifran varandra pa tallinjen, vilket mojliggor en generalisering av
de insikter fran de tidigare exemplen. I cykel 3 ar det ldraren som anvander kontraster for att
synliggora de kritiska aspekterna. Lararen kontrollerar hur undervisningen tagits emot och gar
utifran elevernas inspel vidare.

Konstruktion av likvardiga brak gérs med multiplikation
For att forlanga brak behover eleverna urskilja att for att behdlla proportionaliteten mellan bra-
ken behover bade tdljaren och namnaren multipliceras med samma tal.

En gemensam utgdngspunkt i alla cykler var att introducera hur braket 1/2 kunde uttryckas
pa olika sdtt och markera dess position pa tallinjen som ett inledande moment. Eleverna fick
foresla alternativa satt att uttrycka samma varde. Undervisningen kring denna kritiska aspekt
hanterades pa delvis olika satt i de tre cyklerna, med betydande skillnader avseende hur lararen
arbetade med de kontrasterande exemplen och hur elevinspelen anvandes i relation till det.

Excerpt 5 (cykel 1, lektion 2) visar f6ljande samtal mellan elever och larare efter att lararen har
visat eleverna en halv pa tallinjen och fragar hur det ska skrivas.

Excerpt 5. Utdrag cykel 1, lektion 2

Larare: [Skriver V2 vid markeringen pa tallinjen] Dar har vi en halv ... Nu skulle jag vilja att vi hittar pa
andra brak som &r lika mycket som en halv. De ska vara varda lika mycket som en halv. Vi ska
skriva fler brak har. Det ska vara lika mycket som en halv.

Elev: Tre delat pa sex.

Larare: Tre delat pa sex [skriver % under ¥%]. Det &r lika mycket som en halv.
Elev: Fem delat pa tio.

Larare: Fem delat pa tio [skriver %10 under ¥&].

I excerpt 5 (cykel 1, lektion 2) framgar det att lararen uppmanar eleverna att skapa brdk som ar
likvardig med en halv. Efter denna sekvens fortsatter eleverna att ge exempel pd samma satt,
och aven dessa skrivs upp och upprepas av lararen. Har 6ppnas en dimension av variation som
handlar om olika satt att skriva en halv, vardet (dvs. en halv) ar invariant, men sattet det skrivs
pa varierar. Detta gor att elevernas uppmarksamhet riktas mot att samma brdk kan uttryckas pa
olika satt.

Av excerpt 5 framgar att lararen genomgdende upprepar elevernas formuleringar. Lararen 6pp-
nar inte upp en dimension av variation som handlar om hur brak uttrycks. Det innebar att nar
eleverna uttrycker brdaket som division, sdsom "tre delat pa sex”, kontrasteras inte det mot det
korrekta sdttet att uttrycka brak det vill sdga "tre sjittedelar”. Detta gor att ett felaktigt tanke-
och uttryckssitt riskerar att befdstas. Dessutom forlorar eleven larandemdjligheten i att forstd
varfor det ar ett felaktigt uttryckssatt.

Efter att eleverna har fatt ge exempel pd hur en halv kan uttryckas fokuserar lararen (se excerpt
6, cykel 1, lektion 2) pa den matematiska forklaringen till att tva brak kan vara lika mycket varda.
Lararen skriver %2 = %4 och fragar:

Excerpt 6. Utdrag cykel 1, lektion 2

Larare: Vad har hant har? Vad har vi gjort med den hér ettan for att gora den till en tvda? Vad har vi
gjort med tvaan for att det ska bli fyra?

Elev: Man har plussat pa en till etta sa att det blir tva och en till tvda sa att det blir fyra.
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Larare: Ja. Har skulle man kunna ténka att det skiljer ett har emellan [pekar pa téljarna] och att det
skiljer tva har emellan [pekar pa nédmnarna]. Absolut.

Ur excerpt 6, cykel 1, lektion 2 framgar att ldrarens forsta fraga leder elevernas uppmarksamhet
till tdljaren och namnaren som separata enheter, istdllet for att betrakta briken som helheter.
Elevinspelet bekraftar detta tillvigagdngssatt, med fokus pa tdljaren och namnaren separat och
anvander en additiv strategi istdllet for ett multiplikativ. Lararen bekréftar elevens svar med
ordet "Absolut”, vilket riskerar att forstarka uppfattningen att brdk kan férlangas med hjalp av
additiv strategi. Excerptet ovan f6ljs av att lararen fragar: "Kan vi tdnka ndgot annat raknesatt
an addition?”. Detta 6ppnar upp en dimension av variation ddr alternativa strategier kan ges ef-
tersom uppgiften ar invariant och strategierna varierar. En elev foreslar da att det gar att rita "en
rund figur” som delas i fyra delar och fylla i tvd avdem och att det blir en halv. Lararen bekraftar
elevens forslag och sedan sker nedanstaende konversation (se excerpt 7, cykel 1, lektion 2).

Excerpt 7. Utdrag cykel 1, lektion 2

Larare: NN var ju inne pa ett spar att vi har gjort nagonting med ettan for att det ska bli tva och vi
har gjort nagot med tvaan for att det ska bli fyra. Vad &r det vi har gjort da?

Elev: Dubblat.

Larare: Vihar dubblat ser ni? Vad multiplicerar jag med nér vi har dubblat?

Elev: Tva.

Larare: Med tva. Kolla har! Med tva tanker vi har (pekar pa téljaren) och med tva tanker vi har.

[Skriver -2 i téljaren och ndmnaren] Ser ni ... Ett multiplicerat med tva blir ... tvd va? Och tva
multiplicerat med tva blir ...?

Elev: Fyra.
Larare: Ja det blir fyra, sa vi har alltsa dubblat, vi har dubblat bade i téljaren och i némnaren och det
ar viktigt.

I ovanstaende excerpt 7 (cykel 1, lektion 2) finns inslag av att lararen lotsar eleverna genom att
stalla korta fragor som leder till ratt svar, men det kan samtidigt innebdra att eleverna inte for-
star grundprincipen bakom uppgiften fullt ut. Nar eleven foreslar dubbling som metod ar inte
det felaktigt, men det kan innebdra att eleven anvander en additiv strategi for att omvandla
briket, istdllet for en multiplikativ. Nar lararen introducerar att dubbling innebar multiplika-
tion kan det fungera som en kontrast mellan att anvanda en additiv respektive en multiplikativ
strategi.

I hanteringen av denna uppgift 6ppnas en dimension av variation genom att olika satt att
tanka kring uppgiften tas upp, men det ar andd inte sjalvklart att det 6kar elevernas larandemoj-
ligheter. De 16sningsforslag som kommer fran eleverna utforskas inte gemensamt, utan det blir
otydligt (framfor allt i excerpt 6, cykel 1, lektion 2) att elevens svar inte fungerar matematiskt.
De olika sitten att hantera uppgiften skulle kunnat anvandas som kontraster, dar elevens satt att
tanka skulle utforskas systematiskt i relation till matematiskt hallbara l6sningar.

En analys av elevernas larande avseende denna kritiska aspekt visade att flera elever hade for-
battrat sina resultat, testvariabel LBUA, men mdnga hade fortfarande svart. Analysen av under-
visningen visade ocksa pa flera problem, vilket gjorde att dessa moment reviderades. Infor cykel
2 och 3 gjordes forandringar som framst handlar om hur lararen anvander elevsvar, dels genom
att genomgaende rikta uppmarksamheten mot hur brdk uttrycks, dels genom att aktivt anvanda
elevernas svar pa fortestet som lektionsinnehall.

I cykel 3 inledde ldraren, pa liknande sdtt som i de andra cyklerna, den andra lektionen genom
att eleverna far bidra med forslag pa olika matematiska satt att uttrycka en halv. I denna omgdng
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ar lararen noga med att det korrekta brak. Darefter gdr ldraren igenom forlangning av brak med
eleverna, vilket exemplifieras i excerpt 8 nedan.

Excerpt 8. Utdrag cykel 3, lektion 2

Larare: En halv sa vi ju var lika mycket som tva fjardedelar [pekar pa 2/4 under tallinjen, skriver
samtidigt 1/2 = 2/4]. De var ju varda en halv bada tva och ser ni hdr nu d3, att for att komma
hit [pekar pa ettan och tvaan i de bada téljarna] har jag multiplicerat med ndgonting. For att
ettan ska bli en tvaa har jag multiplicerat med ndgonting [pekar pa ettan och tvaan] och for
att tvaan ska bli en fyra har jag multiplicerat med samma tal [pekar pa tvadan och fyran].

I ovanstaende excerpt 8 (cykel 3, lektion 2) visas hur lararen forklarar for eleverna hur taljaren
och namnaren multipliceras med samma tal for att fa ett likvardigt brak. Genom att peka pa
bade 1/2 och 2/4 pa tallinjen visar ldraren att bidda braken har samma varde och ar lika stora. La-
raren dr explicit med att tdljare och ndmnare i en 1/2 har multiplicerats med samma tal. Darefter
uppmanas eleverna att fundera 6ver vilket tal som har anvants for att multiplicera bade talja-
ren och ndmnaren och darmed gora braken likvardiga. I excerpt 8 ar brdkens varde invariant,
men tdljaren och ndmnaren varierar, vilket innebar att férandringen i hur braken representeras
skriftligt blir i forgrunden.

Lararen beskriver sedan att detta kallas forlaingning och presenterar foljande text pa tavlan:
"Forlanga brak: Multiplicera med samma tal i bade tdljaren och ndmnaren.” Lararen initierar
sedan en diskussion om hur en tredjedel kan forlangas till niondelar. Genom detta far eleverna
mojlighet att generalisera sina kunskaper.

Efter den gemensamma genomgdngen far eleverna exempel ddr de ska bedéoma om tva brak
brak ar likvardiga eller inte baserat pa den uppskrivna regeln. Dessutom ombeds de att beskriva
hur de tror att eleverna har tankt vid de felaktiga exemplen. De valda exemplen baseras pa de
elevsvar som framkommit i fortestet, till exempel enbart anvandning av additiv strategi for att
forlanga tdljaren eller ndmnaren, eller anvandning av en multiplikativ strategi for att forlanga
brakuttrycket. I detta moment uppstar en ytterligare larandemojligheter jamfort med cykel 1. 1
denna cykel har lararen forst en genomgang och i nasta steg bjuds eleverna in for att i par un-
dersoka just det som har visat sig vara svdrt inom omradet. Infor detta har de fatt undervisning
i hur det matematiska innehdllet ska hanteras. I excerpt g (cykel 3, lektion 2) visas delar av nar
lararen leder samtal om hur eleverna har svarat.

Excerpt 9. Utdrag cykel 3, lektion 2

Larare: D4 tar vi uppgift B hdr nu da. Ar tre flardedelar lika med fyra femtedelar?
Elev: Mmm. De har bara lagt till en pa varje.
Larare: De har bara lagt till. De har bara adderat dar. De har gjort s har [skriver +1 vid téljaren och +1

vid ndmnaren]. Ar de lika mycket varda d&?

Elev: Naeej ...

Larare: Naej. Varfor inte det? Vad var man tvungen att anvanda for raknesatt?

Elev: Multiplikation.

Larare: Precis. Multiplicera [pekar pa regeln] med samma tal i bade téljaren och némnaren. Har [pe-

kar pa uppgiften] har de adderat i bade téljaren och ndmnaren och da &r inte den lika mycket
vard [drar streck over likhetstecknet].

I excerpt 9 (cykel 3, lektion 2) far eleverna mojlighet att unders6ka samma vanliga felaktiga
svar som spontant uppstod under cykel 1. Denna gang kan eleverna och lararen anvanda sig av
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den etablerade regeln for att identifiera att forfarandet ar felaktigt. Det innebar att de felaktiga
svaren som eleverna far undersoka inte uppstdr spontant, utan att lektionen ar designad med
utgangspunkt i de felaktiga svaren som framkom i fortestet. Nar eleven uttrycker att "de har
bara lagt till" fangar lararen upp elevens forklaring, och sprakliggor strategin med att sdga att
dom bara adderat. Sedan kontrasteras den felaktiga additiva strategin mot den korrekta multip-
likativa. I exemplet ar det felaktiga elevsvaret invariant. I relation till det synliggors ett additivt
tankesatt. Detta kontrasteras mot ett multiplikativt tankesatt. Detta gjordes delvis dven i cykel
1 (se excerpt 7, cykel 1, lektion 2), men da framkom inte kontrasten lika tydligt eftersom det inte
utforskades huruvida eleven tankte additivt eller multiplikativt. Eftersom denna lektion istal-
let tog elevsvaren som utgdngspunkt majliggjorde det att lararen pa ett strukturerat sitt kunde
lyfta elevernas vanliga felsvar och undersoka dem tillsammans med eleverna.

Resultaten fran eftertestet tyder pd att eleverna gor betydande framsteg under denna cykel, se
tabell 2, cykel 3, testvariabel LBUA. Detta innebar att en majoritet av eleverna efter denna lek-
tion presterar korrekt pa denna typ av uppgifter.

Diskussion och slutsatser

Denna studie handlar om hur undervisning kan designas och analyseras med variationsteorin
som grund for att stodja elevers formdga att omvandla och fa en begreppslig forstaelse av likvar-
diga brdk. Trots den omfattande forskning om hur elever forstar likvardiga brak (se Fazio m.fl.,
2016; Schneider & Siegler, 2010), har det funnits ett patagligt behov av ytterligare kunskap om
hur undervisningen kan utformas for att stddja elevernas utveckling av denna formadga, vilket
tidigare studier papekat (jfr Lee m.fl., 2011; Mills, 2016).

Resultaten i denna studie bidrar med kunskap om hur undervisningen kan designas baserat
pa variationsteoretiska principer for att 6ka elevernas mojlighet till larande. Vid designen och
genomforande av undervisningen vill vi diskutera tre omrdden som framstar som sarskilt bety-
delsefulla: (a) utga fran identifierade kritiska aspekter, (b) anvanda kraftfulla kontraster, (c) utga
fran elevsvar och (d) anvdnda tallinjen.

For att undervisningen ska vara framgdangsrik blir det mest centrala att lararen har klart for
sig vad eleverna ska ldra sig (Marton, 2015). Det behdver ta sin utgangspunkt i hur eleverna erfar
larandeobjektet, vilket gjorde att fortestet fick stor betydelse i den har studien. De kritiska as-
pekter som identifierades hade likheter med det som visats i tidigare forskning (t.ex. Boyer & Le-
vine, 2012; Erlwanger, 1973; Jigyel & Afamasaga-Fuatai, 2007), vilket tyder pa att elever ofta stoter
pa samma typ av utmaningar inom detta omrdade. I arskurs 5 forvantar sig nog manga larare att
eleverna kan sarskilja brak fran procent och decimaltal innan undervisningen om likvardiga
brak. I denna studie framgick det att detta inte kunde tas for givet utan behévde ingd i lektions-
designen, vilket gjorde den forsta kritiska aspekten viktig att starta med. Enligt Kilpatrick med
flera (2001) och Lamon (2020) ar det dock kant att de manga olika tolkningarna, representatio-
nerna och symboliska konventionerna for rationella tal kan utgoéra en av svarigheterna med att
forsta talen och eleverna behover tydligt se skillnaderna mellan brak, decimaltal och procent for
att de ska fa en fordjupad taluppfattning.

Genomgdende anvandes grundprincipen i variationsteorin som handlar om att 6ppna upp en
dimension av variation genom att variera den fokuserade aspekten mot en invariant bakgrund
(Marton, 2015). Kontrasterna hjalpte eleverna att urskilja det matematiska innehallet eftersom de
bidrar till att eleverna riktar sin uppmdrksamhet mot de kritiska aspekterna (Kullberg & Runes-
son, 2013; Sveider, 2021). Men det racker inte med enbart kontraster. Det blev tydligt att anvan-
dandet av elevsvar och att eleverna sjdlva var aktiva var viktigt for att elevers larande. Vi anvande
i flera cykler samma kontrast, men den baddades in i olika typer av aktiviteter och samtal, dar
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lararen ocksa hanterade de elevsvar som uppkom pa lektionen pd olika sdtt. Det blev tydligast da
lararen signalerade att felsvar var korrekt (se excerpt 5 och 6). Denna typ av interaktion liknar
det som Bjorklund Boistrup (2010) kallar for "anything goes”. Det innebar att ldraren inte pro-
blematiserar felaktiga svar, utan berommer elevernas deltagande. Detta riskerar att leda till att
missuppfattningar befasts hos eleverna. Manula (2018) visar i sin avhandling att elevsvar som
handlar om larandeobjektet kan anvandas som underlag i undervisningen eftersom elevers olika
l6sningar kan anvandas for att skapa kontraster som gor att deras uppmarksamhet riktas mot de
kritiska aspekterna. I var studie anvande vi i alla cykler felsvar fran fortesten i lektionsdesignen.
Denna grundprincip genomfordes dock pa olika sétt. Det visade sig att det var viktigt att den
matematiska principen var tydlig for eleverna och att de sjalva fick undersoka regeln i relation till
olika typer av svar och sedan diskutera det tillsammans med lararen (se excerpt 9, cykel 3, lek-
tion 2). Aven Hughes med flera (2017) patalar att liraren behéver forklara matematiska principer
for eleverna och modellera hur de ska tdnka, men att det ocksa ar viktigt att eleverna sjalva ar
aktiva. Att skapa aktiva elevdiskussioner kan vara svart och Svantesson Wester (2022) framhaller
att lararen behover designa uppgifter som kraver att eleverna diskuterar larandeobjektet. Vid en
jamforelse mellan cyklerna i var studie framkommer vikten av att lararen inte bara designar upp-
gifter som eleverna kan diskutera, utan dven att lararen leder samtalet genom att stalla fordju-
pande fragor, vilket dven framkommer i flera tidigare studier (Inagaki m.fl., 1999; Mercer, 2018).

En annan faktor som ocksa visade sig vara betydelsefull ar hur 6vergangen mellan det konkre-
ta och det abstrakta. Hudson och Miller (2006) har patalat att mdnga elever har svarigheter med
denna 6vergdng, vilket aven framkom i denna studie da eleverna da eleverna kunde anvianda
areamodellen for att skapa likvardiga brak, men hade svart med den skriftliga representationen,
se tabell 2, cykel 1-3, testvariablerna LBMA och LBUA. Om undervisningen fastnar i att repre-
sentera ett brak med hjdlp av areamodellen riskerar det att forstarka elevers uppfattning om att
brak ar tva enskilda heltal (Tian m.fl., 2021) och att det kan forstarka elevers additiva tinkande
(Moss, 2005). For att forhindra detta anvande vi i var studie tallinjen som en brygga mellan det
konkreta (areamodellen) och det abstrakta (matematiskt uttryck), vilket aven visats i andra stu-
dier (Schumacher m.fl., 2018).

Tallinjen fungerar bade som en representation av del-helhet, genom att den representerar en
stracka langs linjen och kan markera olika positioner (Hamdan & Gunderson, 2017; Schumacher
m.fl., 2018). Det gor den visuell och konkret, samtidigt som brdkets varde kan jamforas med
andra brdk pa tallinjen for en djupare forstdelse (Cramer m.fl., 2019). Vi anvande tallinjen for att
koppla brak med naturliga tal, vilket ar ett satt att tydliggéra sambanden mellan olika talrepre-
sentationer (Eriksson, 2015). Tallinjen kan anvdndas pa alla typer av brdk, vilket dr svirare med
areamodellen. Anvandandet av tallinjen har visat sig vara framgangsrikt, men det kravde att la-
raren hanterade detta pa ett sdtt som synliggjorde kopplingarna mellan areamodellen, tallinjen
och den skriftliga representationen.

Studien ar liten och resultaten dr med storsta sannolikhet inte generaliserbara for alla elev-
grupper. Det dr inte oproblematiskt att gora statistiska berakningar pa sa pass sma elevgrupper,
da det staller hoga krav pa urval och genomforande for att resultaten ska kunna visa pa meto-
dens effektivitet. Den insamlade datan bygger pd ett malinriktat urval, vilket enligt Bryman
(2018) innebar att resultaten inte kan generaliseras till hela populationen. Detta ar en nackdel
da en kvantitativ forskningsstrategi syftar till att mojliggéra generalisering. I den har studien
har de kvantitativa resultaten behandlats i relation till omfattande beskrivningar av undervis-
ningssituationer. Dessa beskrivningar mojliggor att studiens resultat kan 6verforas till liknande
kontexter (se Larsson, 2005) av larare och forskare och darigenom bidra till en kumulativ kun-
skapsbas inom matematikdidaktik.
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Den begransade varaktigheten av lektionsdesignen reser viktiga fradgor kring overensstam-
melsen mellan design och matning av dess effekter. Enligt Ruiz-Primo med flera (2002) kan
kortvariga interventioner framst avspegla kortsiktiga beslut och inte nddvandigtvis reflektera
de langsiktiga kumulativa effekterna av mer langvariga undervisningsinsatser. A andra sidan
kan detta korta tidsfonster vara fordelaktigt nar man betraktar hur snabbt eleverna utvecklade
sin formdga att omvandla likvardiga brak.

[ denna studie spelade det ndra samarbetet mellan forskare och ldrare en central roll i ut-
formningen av lektionerna. Genom detta samarbete preciserades undervisningens mal, vilket
potentiellt ledde till en mer riktad och andamalsenlig undervisning, vilket i sin tur kan ha haft
en positiv inverkan pa effektstorlekarna (Cook m.fl., 2023).

En annan 6vervagning var anvandningen av bdde for- och eftertester for att utvardera elever-
nas kunskaper. Denna design tillat oss att mata forandringar i elevernas prestation 6ver tid och
bedoma effekterna av undervisningsinterventionen. Dock kan det finnas fragor kring beroende
mellan for- och eftertester, vilket Bakker med flera (2019) papekar som en potentiell begrans-
ning. For att mildra detta genomforde vi en pilottestning for att sdkerstélla att eleverna forstod
testuppgifterna och att de var lampliga for var elevgrupp.

En ytterligare aspekt att beakta ar rapporteringen av effektstorlekar. Enligt Bakker med flera
(2019) kan effektstorlekar variera beroende pa studiens design, och det ar viktigt att tolka dem
med hdnsyn till detta. Vi anviande Hedges' g for att bedoma effekterna av LS-cyklerna pa vdra
testvariabler, vilket tilldt oss att kvantifiera och jamfora effekterna av undervisningen.

Slutligen, trots studiens begransade varaktighet, indikerar resultaten en markbar forbattring i
elevernas prestation, sdrskilt pa uppgifter for likvardiga brak utan anvandning av areamodeller.
Denna observation stodjer mojligheten att aven korta och intensiva undervisningsperioder kan
ha positiva effekter pad elevernas forstdelse inom omradet likvardiga brak. Det ar dock viktigt att
folja upp studien genom att mata elevernas prestationer vid andra tidpunkter dan enbart direkt
efter for att kunna bedéma om effekterna ar hallbara pa lang sikt.
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Sammanfattning

Studiens 6vergripande syfte var att undersoka pa vilket satt eleveri arskurs g,
med svenska som andrasprak, samtalar kring och I6ser matematiska problem
under en bedomningssituation som efterliknar en verklig muntlig nationell
provsituation. | samtal behdver andrasprakselever ta risker och anvanda sig
av ord de @nnu inte beharskar. Enligt anvisningarna, som hor till de nationella
proven, bor elevsamtalen vara utforskande dar framatsyftande fragor stélls
och eleverna aktivt lyssnar pa varandra. | resultatet framtrader tre teman, som
vi aven har funnit i tidigare forskning; sprakliga strategier, sprakliga formagor
samt samtalsformer. Ytterligare ett tema framtrader; undvikandestrategier.
Studien visar att det &r svart att avgora vilka matematiska kunskaper en elev
har, ndr det svenska spraket inte ar val utvecklat. Resultatet indikerar att
eleverna i matematikundervisningen explicit behover fa trana pa att anvanda
sprakliga strategier. Samverkan mellan ldrare i matematik och svenska som
andrasprak kan vara gynnsamt.

Nyckelord: matematik, andrasprakselever, bedomning, muntliga sprakstrate-
gier, gruppsamtal

Abstract

The purpose of the study was to investigate how second language learning
students in grade g, solve mathematical problems during an assessment situa-
tion, that is like an oral national exam situation. In dialogues, second language
learners need to take risks and use words they have not yet mastered. Accor-
ding to the instructions in the national tests, the student conversations should
be exploratory, where forward-looking questions are asked, and the students
should actively listen to each other. The results show three themes, also found
in previous research; linguistic strategies, linguistic abilities and forms of
conversation. A fourth theme emerges; avoidance strategies. The study shows
that it is difficult to determine what mathematical skills a student has when
the Swedish language is not well developed. Students need explicit practice in
using linguistic strategies during mathematics instruction, and fostering col-
laboration between mathematics and Swedish as a second language teachers
proves beneficial.

Keywords: Mathematics, Second language learners, Assessment, Oral langu-
age strategies, Group discussion
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Introduktion

Den har artikeln handlar om hur elever som har svenska som sitt andrasprdak samtalar i en be-
doémningssituation i drskurs 9, nar de 16ser matematiska problem som ar formulerade pa svens-
ka. Denna grupp elever forvantas 16sa de nationella proven i matematik pa svenska, trots att
deras kunskaper i svenska kanske inte racker till. Bakgrunden till artikeln utgar fran att manga
larare, liksom vi sjalva, upplever att andrasprikselever (elever med svenska som andrasprak)
ofta blir stressade, har svart att hitta ord och begrepp, men ocksa blir blyga och underpresterar,
speciellt i sammanhang dar de forvdntas prestera muntligt under matematiklektionerna, och
sarskilt i bedomningssituationer.

Som matematikldrare respektive larare i svenska som andrasprdk, upplever vi att just elever pa
hogstadiet som har svenska som sitt andrasprdk har svart att nd de hogre betygen i matematik.
Detta problem ar generellt for denna grupp elever i landet. Enligt Skolverkets statistik vad galler
slutbetyg i arskurs g (riksnivd) 2019/2020, hade 18 procent av eleverna med svenska som andra-
sprak F i matematik. Elever med svenska som andrasprdk presterar pa en lagre nivd i matematik,
an de som har svenska som forsta sprdk. 17,5 procent av elever med svenska som andrasprdk fick
betyget F jamfort med 7,5 procent av de elever som har svenska som modersmal, vilket betyder
en skillnad pd drygt 230 procent (Skolverket, statistik ar 21/22). I var undersdkning vill vi fa
kunskap om just den muntliga prestationen, i matematiskt argumenterande och resonerande
samtal, for att forsta vilka utmaningar som denna grupp elever moter.

De nationella proven konstrueras utifrdn analyser av laro- och kursplaner och ”ska tacka sa
stora [kunskapslomrdden som mojligt” (Skolverket, 2023). I syftesdelen i kursplanen i mate-
matik beskrivs i de langsiktiga mdlen vilka formagor eleverna ska ges forutsattningar att ut-
veckla. Dessa ar formdgan att framfora problem, anvinda och analysera matematiska begrepp
och samband mellan begrepp, féra och f6lja matematiska resonemang och anvinda matematiska
uttrycksformer for att samtala om, resonera och redogora for fragestallningar, berakningar och
slutsatser. "Spraklig formaga ar sdledes av stor betydelse nar elever lar sig matematik. I prakti-
ken dr ett sprakutvecklande arbetssatt i matematik en forutsattning for att eleverna skall kunna
utveckla kursplanens ldngsiktiga mal” skriver de Ron (2024).

Den muntliga delen av det nationella provet i matematik (NPM) innebar att eleverna skall
sitta tillsammans i mindre grupper, sammansatta av larare, och gemensamt forsoka l6sa olika
matematiska problem genom att samtala med varandra. Det galler for grundskolans drskurs
3, 6 och 9 diar NPM genomfors. Provtiden for den muntliga delen upplevs i praktiken som for
kort for att ha med studiehandledare som talar elevernas modersmal, eller for att sitta och sld
i lexikon. Skolverket namner dock att varje elevgrupp ska fd den tid de behover och att elever
kan fa sprakstod av modersmalstalande larare. Provsituationen ar sarskilt utmanande for an-
drasprdkselever eftersom de skall prestera och de bedoms pa hur de anvander ord och begrepp,
men ocksa sprakliga formdagor pa sitt andrasprak, forutom kunskaper i matematik. Hur val de
lyckas forklara, resonera och argumentera for sina tankar ar har av betydelse, men ocksa hur val
de bidrar till att samtalet fors vidare.

For andrasprakselever ar det akademiska spraket mer utmanande an det sprak de anvander i
vardagen. Det kan vara svart att stdlla meningsfulla fragor pa sitt andrasprak och bristen pa ord
kan leda till att eleverna valjer att inte deltaga muntligt. Visuella hjdlpmedel ar en hjilp, men
stottar inte eleverna tillrackligt, havdar Truxaw och Rojas (2013). Det ar ocksa var personliga
erfarenhet fran klassrummet att vardagsspraket pa svenska inte heller racker till. En tvasprakig
larare som anvande vardaglig arabiska, for att forklara matematiska begrepp pa svenska, beskri-
ver detsamma (Norén, 2011). I studien Challenges of learning mathematics in a second language
konstaterar Truxaw och Rojas (2013) att eleverna har svart att férklara, resonera, motivera och
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argumentera for sina tankar. Detta, skriver forfattarna, kan bidra till att enskilda elever tappar
sjalvfortroendet och kanske far ett samre resultat och betyg, an vad hen egentligen borde fa uti-
frdn sina rent matematiska kunskaper.

Syfte och fragestidllningar
Syftet med studien ar att undersoka pa vilket satt elever i drskurs 9, med svenska som andra-
sprak, samtalar kring och muntligt 16ser matematiska problem under en bedémningssituation.
Eleverna loser tillsammans édldre frisldppta uppgifter fran den muntliga delen av NPM och be-
démningssituationen efterliknar en verklig NPM situation.

Foljande fragor har varit vagledande:

- Vilka sprdkliga strategier och sprakliga formagor anvander eleverna sig av?

- Hur kan samtalen beskrivas i termer av hur eleverna lyssnar pa varandra och bygger
pa varandras idéer?

- Vilka framgangsfaktorer och vilka hinder framtrader for att samtalet leder eller inte
leder till en l6sning av det matematiska problemet?

Bakgrund

Argumenterande och resonerande samtal, som kravs i den muntliga delen pa det nationella pro-
vet i matematik, forutsatter att eleverna samtalar, ifragasatter, samt vander och vrider pa det
som samtalet behandlar. Detta har visat sig vara mycket kulturbundet. Hunter (2014) har tittat
narmare pa detta, hon hanvisar till sociomatematiska normer (Yackel & Cobb, 1996). Socioma-
tematiska normer handlar om hur man i klassrummet vanjer sig vid att arbeta, till exempel med
att 16sa matematiska problem individuellt eller i grupp, att ifragasdtta eller att stdlla fragor om
matematikinnehallet, men ocksa vilka l6sningar pa problem som accepteras. Att elever arbetar i
smagrupper under matematiklektionerna ar exempel pa en social norm, men att krava att elev-
erna skall nd konsensus genom att anvanda matematisk argumentation, dr en sociomatematisk
norm (Kazemi & Stipek, 2001). For att samtalet skall komma igdng och leda till en diskussion dar
ett matematiskt resonemang kan leda till en 16sning pa ett problem, kravs, menar Hunter, att
ett utforskande samtal sker. I ett sddant samtal fragar och ifragasatter eleverna, genom att vara
delaktiga i en gemensam diskussion.

[ instruktionerna till NPM finns information om hur det muntliga provet, del A, ska genom-
foras och hur bedomningen av detsamma ska ga till. En social norm ar har att den muntliga
delen av NPM genomfors i en grupp av elever, men ocksa hur provsituationen iscensétts och att
eleverna ska resonera hogt nar de 16ser uppgifterna:

Uppmana eleverna att tdnka hogt. Beratta ocksa att lararens roll ar att fordela ordet, inte att
bekrafta om eleverna har rétt eller inte. Om eleverna dr tveksamma ska de vanda sig till varan-
dra och reda ut tillsammans. Den elev som redovisar far tala fardigt och sedan kan 6vriga elever
komplettera om behov finns. Om frdgorna ar besvarade innan de ar stallda behover fragorna inte
stallas. (Skolverket, u.d a, s. 15).

Sociomatematiska normer hittas fraimst i bedomningsanvisningarna for NPM och relaterar till
kursplanen i matematik, det vill sdga att det som ska bedomas ar "De formagor som det muntliga
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provet avser att prova ar problemlsning, begrepp, resonemang och kommunikation” (Skolver-
ket, u.d b, s. 7).

Saval provets genomforande som bedémningsanvisningarna lutar sig mot forskning, exem-
pelvis att lararen bor efterstrava att planera och stotta gruppsamtal sa att de fors utforskande.
Det innebar bland annat att eleverna forstdr att de inte mdste halla med varandra men anda
kan komma fram till en gemensam l6sning (Hunter, 2014, se aven Mercer, 2004; Mercer & Sams,
2006). Vi belyser detta ytterligare i avsnittet Teoretiska utgangspunkter.

Tidigare forskning

Tidigare forskning visar att det ar viktigt for andrasprdkselever att fa ratt hjilp och stod nar
det stalls krav att prestera damnesmadssigt pa sitt andrasprak. Att veta hur man gor niar man
argumenterar, analyserar och diskuterar, kraver att man har fatt trdna pa just sddana sprakliga
formagor, och att man har sprakliga redskap for att utféra dessa talhandlingar pa sitt andrasprak
(Axelsson m.fl., 2010; Hajer & Meestringa, 2010).

Elever som har svenska som sitt andrasprak har dels olika kunskaper om och i det svenska
spraket, dels olika studievanor (Economou, 2018). Denna grupp elever bedéms ofta ha behov
av extra stod i det svenska spraket, och behover utveckla en sadan svenska som elever som har
svenska som modersmal redan har utvecklat, bade vad géller ord/begrepp, grammatiska struk-
turer, men ocksa kulturella drag som till exempel hur man uttrycker sig, hur man samtalar, samt
inneborden av ord och begrepp utanfor det rent lexikala. For manga elever som har svenska som
sitt andra eller tredje sprak, och sarskilt for nyanlanda elever (som har gétt kortare tid an fyra ar
i svensk skola), ar det en dubbel utmaning att lara sig svenska och samtidigt, pa ett andrasprak,
lara sig och prestera i skolans alla dmnen (Moschkovich, 2002, 2007, 2013).

Att fd mojlighet att prestera pa en rattvis kognitiv nivd i matematiken, aven om inte spraket
racker till, r en rattighet och efterstravansvart for elever som har svenska som andrasprak.
For att lyckas med en inkluderande undervisning i matematiken madste lararen ha kunskap om
elevernas erfarenheter av matematik, inte bara begrepp och terminologi, utan dven hur lararen
kan arbeta med instruktioner. Moschkovich (2013) havdar att larare behover beharska séval den
matematiska diskursen som elevernas sprakhistoria och deras utbildningsbakgrund generellt.
Larare bor ocksa underldtta for eleverna att anvanda olika satt att resonera pa, skriver Mosch-
kovich, genom att lata dem trdna pa sprakliga formdgor som att resonera, argumentera och
forklara samt att jamfora.

Orsaken till att andrasprakselever inte forstar ett ord i matematik kan vara att det begrepp
som ordet representerar inte dr bekant pa det annu fraimmande spraket. Eleven kan ddremot
forsta begreppet pa sitt modersmal. Barwell (2009) havdar att det ar svart for larare att veta om
andrasprakelevers problem med matematiska ord och begrepp handlar om sprakkunskaper eller
om det ar ett missforstand av en representation. Moschkovich (2007) forklarar att for elever som
lar sig ett andrasprak utgor det en stor utmaning att byta mellan tva sprak — deras modersmal,
som de ar vana vid att anvdnda, och det nya andraspraket — nar de l16ser matematiska problem
och uttrycker sina svar. Detta kan leda till langre responstider, vilket i sin tur kan paverka elev-
ernas prestation i den muntliga delen av nationella provet i matematik (NPM), som utf6rs under
begransad tid.

Saval Barwell (2009), Norén (2011), Norén och Caligari (2020) som Truxaw och Rojas (2013) kon-
staterar att vanliga problem for andrasprikselever, vad giller problemlosning i matematik, ar att
elever missar implicit information, det vill siga information som inte ar direkt uttryckt i texten,
och att enskilda ord och begrepp kan dra elevens tankar at fel hall. Ovanliga ord och uttryck tar
kraft fran elevens tankemadssiga arbete med sjalva matematikproblemet (Parszyk, 1999).
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Anpassningar och modifieringar av interaktionen under ett samtal ar en f6ljd av att ndgon ger
signaler om bristande forstdelse. Det uppstar da forhandlingar om olika betydelser och spriket
kan anpassas efter en niva som ar aktuell (Lindberg, 2004). For andrasprikselever kan forstaelse
for, och tolerans av, olika samtalsstilar och kulturspecifika kommunikationsmonster ha en stor
betydelse for sjdlva interaktionen och pa sa vis dven for andrasprdkstalarnas mdjligheter att
halla kvalificerade samtal (Lindberg, 2004).

Rubinstein-Avila med flera (2015) konstaterar att fokus i matematikundervisningen har gatt
frdn traditionell till en mer problemlésningsbaserad undervisning. De tar upp att det finns ett
utbrett missforstand att matematik ar ett universellt sprak i sig, vilket inte skulle krava sarskilt
sprakstod. Andrasprdkselever behover fa delta i en matematikundervisning dar de férvantas att
aktivt resonera, forsvara och omvirdera sitt matematiska tinkande. Rubinstein-Avila med flera,
namner aven att individer intuitivt har formaga att kanna igen monster, identifiera relationer,
kdnna igen relativa enheter samt att kan tanka flexibelt, bedoma, tanka kring sannolikhet och
gora huvudberdkningar, samt har kunskap och skicklighet samt en intuitiv forstdelse av siffror
och tal. Dessa férmagor, skriver Rubinstein-Avila med flera (2015), trinas bist genom att elev-
erna far deltaga i aktiviteter dar man talar, raknar och diskuterar samtidigt som man 6var sin
formaga att bedoma rimligheten i sitt eget och andras resonemang.

Elever som ar andrasprakselever behover ofta ta risker, samt anvanda sig av ord och begrepp
hen dnnu inte behdrskar. For eleverna kan det da, som Abrahamsson och Bergman (2005) fram-
haver ” bli nédvandigt att ta till olika strategier och 6veranvanda uttryck eller skapa nya ord” (s.
18). Abrahamsson och Bergman visar att olika strategier ar en viktig del av andraspriksutveck-
lingen. Den som lar sig ett nytt sprdk behover vara aktiv i att skapa sitt sprak, ibland skapas egna
regler och hypoteser helt omedvetet. Exempel pa detta ar 6vergeneraliseringar - att 6veranvanda
en spraklig regel (t.ex. sdljde, komde), forenklingar (hoppar 6ver prepositioner, artiklar), om-
skrivningar och nyordsbildningar som att "mardromma” (drémma, mardrémmar) eller "fotvan-
tar” (raggsockor). Dessa sprakliga strategier ar vanliga och visar pd ett risktagande, vilket alltsa
ar en utvecklingsfas i larandet av ett andrasprdk. Ofta vaxlar hen mellan helt korrekta och egna
16sningar som "dom dar djuren” eller "den dar djurorna” (Abrahamsson & Bergman, 2005). Det
finns saledes en risk for missforstand nar andrasprdkselever utvecklar och provar olika sprakliga
strategier.

Teoretiska utgangspunkter

Vi utgar fran ett sociokulturellt perspektiv pa sprak dar samtal och larande via dialog lyfts fram.
Spraket utgor det framsta kommunikationsmedlet som manniskor anvander (Vygotskij, 1999).
Vi kommunicerar tankar och idéer, samtidigt som vi forsoker forsta sadant som ar nytt for oss.
Den sociokulturella teorin dr ett ramverk som bland annat har anvants for att utforska matema-
tik och sprakperspektiv sdsom tillignande av vokabuldr, anvandandet av sprakliga register och
delaktighet i meningsfulla matematiska samtal. Vi har tidigare namnt en form fér matematisk
dialog som efterstravas i NPM, namligen utforskande. Samtal som inte ar utforskande kan vara
disputerande, da eleverna inte alls lyssnar pa varandra utan forsvarar sina egna idéer, eller ku-
mulativa, da elevernas utsagor accepteras helt okritiskt utan nagot som helst reflekterande fran
elevernas sida. Dessa tre slag av samtal som Mercer och Sams (2006) samt Hunter (2014) beskri-
ver ar en teoretisk konstruktion, i verkligheten Gverlappar dessa varandra, men det finns oftast
en huvudfara i elevernas samtal och resonemang (Mercers, 2004; Mercer & Littleton, 2007). De
utgar fran Vygostkijs (1999) syn pa kommunikation, dialog och tanke. De tre formerna for dialog
eller samtalande, skiljer sig dt vad galler hur elever engagerar sig i varandras resonemang och
framforda idéer. I det efterstravade utforskande samtalet ar eleverna kritiska och konstruktiva
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genom att stalla framatsyftande fragor och de lyssnar aktivt pa varandra. Oftast kommer elever-
na fram till en gemensam l6sning av matematiska problem eftersom en gemensam standpunkt
utvecklas under det undersokande samtalets gang. I enlighet med Mercer (2004) menar vi i fore-
liggande studie att utforskande samtal ar de som i férsta hand behover utvecklas for att eleverna
ska kunna fora matematiska samtal dar alla deltar och gemensamt lser problem.

Vart arbete ar i linje med Mercer och hans kollegor. De intresserar sig for hur elever tillsam-
mans skapar mening och kunskap genom social interaktion i dialog, men ocksa foér hur dialog
far dem att bli allt mer kapabla att delta i vissa typer av intellektuell verksamhet (Mercer & Litt-
leton, 2007). Pa sa satt delas kunskap och forstdelse skapas gemensamt. Dialog mellan elever och
med stod av en ldrare, ar vad som forvantas i den muntliga delen av NPM.

Metod, urval och empiri och analys

Vi har undersokt tre elevgruppers samtalande under tva olika problemlésningssituationer, lik-
nande den muntliga delen av NPM i drskurs 9. Var avsikt var att pa ett sa naturligt satt som maj-
ligt finga empiriska data i en redan existerande miljo, i det har fallet deltog en av oss forfattare
i samtalen. Valet av forskningsmetod grundas i att vi ville undersoka hur eleverna samtalar med
varandra kring matematiska problem, i en for dem stressande situation som en provsituation
utgor (Genzuk, 2003).

Vi har utgatt fran tva offentliga, icke sekretessbelagda, muntliga NPM. Det ena bygger pa dia-
gram med tillhérande fragor av algebraisk karaktar (PRIM-gruppen, 2014). Det andra provet byg-
ger ocksa pd diagram men fragorna syftar pa procentuella berakningar med hjélp av avlasnings-
data (PRIM, 2010). De flesta NPM ar sekretessbelagda, vilket begransar urvalet av underlag for
att gora undersokningen. Vi har sdledes anvant tva uppgifter fran aldre prov som ar frislappta.

Urvalet elever utgors av tolv elever i dk 9, vilka alla har svenska som sitt andrasprak. Skolan
ligger i ett forortsomrdde och har en hog andel elever med svenska som andrasprak. Eleverna
har gatt i skola olika ldng tid i Sverige. Eleverna som deltar i studien var alla 15 ar och har gett
sitt skriftliga samtycke. Eleverna fick information om studien av sina forskande larare och fick
reda pd att de kunde lamna studien ndr helst de ville utan att forklara varfor. Eleverna fick ocksa
veta att deras namn inte anges ndgonstans och inte heller deras resultat pd de matematiska
uppgifterna som de skulle samtala om. Samtligt inspelat material forvaras enligt Stockholms
universitets anvisningar.

Tabell 2
Elevernas pseudonymer i respektive grupp

Grupp Pseudonym
A Alex
1-2 ar i Sverige Eli
Nyanlanda Kim
Quan
B Charlie
Ca 4 ar i Sverige Billie
Réknas inte som nyanlanda Robin

Tam (finns inte med i excerpten
pga. sjukdom vid inspelningarna)

Cc Tintin
Fodda i Sverige Dylan
SVA-elever med annat Nico
modersmal i hemmet Marjan
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Eleverna kategoriserades fyra och fyra i tre grupper (tabell 1). Grupp A (dar Alex, Eli, Kim och
Quan ingick) har varit cirka 1-2 ar i Sverige, grupp B (Charlie, Billie, Robin och Tam), cirka 4 ar
och grupp C (Tintin, Dylan, Nico och Marjan) ar fodda i Sverige men har annat modersmal an
svenska. Vi kategoriserade eleverna pa detta satt utifran antagandet att de beharskar svenska pa
mer eller mindre samma niva inom varje kategori. Elevernas namn ar fingerade.

Empirin utgors av sex ljudinspelade samtal om 40-60 minuter, totalt 320 minuter. Tva olika
provtillfallen for vardera grupper har ljudinspelats, dessa inspelningar har sedan transkriberats.
Samtalen skedde under april och maj manad 2020. For att fa svar pa vara forskningsfragor har
vi anvant oss av en tematisk analys (Braun & Clarke, 2006). Analysprocessen bestar av nagra
typiska steg inom tematisk analys; vi bekantade oss med materialet genom att lyssna och lasa
igenom det transkriberade materialet flera ganger, vi sokte efter teman som kan besvara forsk-
ningsfragorna, strukturerade och definierade teman och slutligen avgransade och namngav vi
teman. Vi har ndarmat oss materialet med ett abduktivt férhdllningssatt vilket majliggjort ett
mer Oppet letande efter teman. [ vart fall innebar detta att vi hade antaganden om teman som vi
skulle komma att stota pa i materialet, med utgangspunkt i den tidigare forskningen och som vi
ser som rimliga utgangspunkter for att fa svar pd vara forskningsfragor. Men, vi har aven varit
oppna for att icke férvantade teman kunde dyka upp och visa sig vara viktiga.

Vi letade efter sardrag i transkripten som relaterade till sprdkliga strategier, sprdkliga férmdgor
eller samtalsform med utgdngspunkt i den tidigare forskningen. Dessa sardrag bildar en ram for
vad vi fann i det empiriska materialet, de definieras som teman enligt nedan:

Sprakliga strategier som eleverna anvander sig av for att samtala och kommunicera ar exem-
pelvis forenklingar, transfer och att 6veranvanda sprakliga regler (Abrahamsson & Bergman,
2005).

Sprakliga formdagor som eleverna visar att de anvander och som stélls upp som kunskaper som
skall bedomas i den muntliga delen av NPM, att resonera, argumentera och motivera, samt att
diskutera och vdrdera. Vad innebar da dessa formdgor? Vilka konkreta ord och begrepp anvands
ndr man argumenterar eller varderar, och som indikerar att eleven har dessa sprakliga formdagor?
Vi har utgatt fran ord och begrepp som vanligen tas upp i laromedel f6r elever med andrasprak
och da ofta forekommer i olika typer av stottningsmallar for spraket. I dessa forekommer ofta
ord, meningar eller borjan pa meningar som visar att eleven kan uttrycka en asikt eller vardera

” »

information pa sitt andrasprak. Som exempel kan ndmnas uttryck som, "jag tycker att ...,” "min
asikt ar ...”, "eftersom”, "pa grund av ...”. Eleverna kan uttrycka avvikande asikt, "jag hdller inte
med ..., och be om fortydligande, "kan du forklara igen ... Nar man vdrderar och analyserar
gor man ofta jamforelser och dd anvands adjektiv i hog grad varfor bland annat medvetenheten
om adjektivets kongruens, stor, storre, storst ar viktigt. Att just dessa ord och begrepp skulle
kunna indikera utvecklade sprikliga formagor stods av Hajer och Meestringa (2010). Hajer och
Meestringa har skrivit om sprakutvecklande didaktik och tar upp flera exempel pa hur man kan
bryta ned vilka konkreta ord och begrepp eleven behdver ha for att just resonera, argumentera,
motivera, diskutera och vardera. Med val genomtédnka sprakliga stodstrukturer (sd kallade nyck-
elschema) kan man stétta eleven i processen att borja uttrycka en asikt och att vardera nagon
annans dsikt. Ett sddant nyckelschema utgdr fran tre aspekter, tankestruktur, lektionsaktivitet
och sprakliga verktyg. Om tankestrukturen ar att eleven skall kunna ange en &sikt (argumen-
tera) kan det konkreta sprikliga verktyget vara orden "min asikt ar att ...”, jag anser att ...” (Hajer
& Meestringa, 2010).

Vi letade i materialet efter vilken samtalsform som var vanligast bland eleverna - disputeran-
de, kumulativt eller explorativt (Mercer & Sams, 2004) och om det bidrog till att eleverna kunde
ndrma sig en l6sning av uppgiften.
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Resultatet visar att vi kunde identifiera de tre ovan namnda temana i det empiriska materialet.
Dock framtradde ytterligare ett tema, ett som vi inte funnit i tidigare forskning och pa férhand
inte kande till. Ett tydligt monster tradde fram i flera av de ljudinspelade elevsamtalen och vi
bestamde oss for foljande definition av det fjarde identifierade temat:

Undvikandestrategier - som belyser hur elever undviker att deltaga i samtalet och att svara
pa fradgor med hjalp av olika strategier, till exempel att halla med, att lata en annan elev ta Gver
fragan eller helt enkelt bara svara "jag vet inte”.

Resultat

Vi ger har specifika exempel pa transskript och pa analys av desamma och hur vi har katego-
riserat monster som har framtrdtt i teman enligt ovan nedtecknade beskrivningar. I slutet av
resultatavsnittet foljer en sammanfattning av resultatet.

Sprakliga strategier som eleverna anvdnder sig av

De elever som har visat mer utvecklade sprakliga strategier och ar risktagare, anvander sitt
svenska sprdk genom att typiskt anvanda egna ord och konstruktioner som till exempel "kost-
nadsstrickan”, fér grafen som visar kostnaden, eller "den vita linjen” fér en vit stapel. Aven deik-
tiskt tal, som till exempel uttrycket "den har” (foljt av pekande pa grafen), ar en relativt vanlig
strategi i alla grupperna (Moschkovich, 2002, 2007). Nedan presenterar vi forst de tva uppgif-
terna som eleverna arbetade med. Darefter foljer tvd excerpter fran datamaterialet. Efter vardera
excerpten foljer analysen av detsamma.

De tva uppgifterna

Eleverna skulle ldsa av olika grafer i ett diagram for att dra slutsatser kring total samtalskostnad
for olika telefonbolag (se figur 1).

Figura

Frisldppt uppgift fran NPM (2014), en av graferna i uppgiften

Antag att samtalsavgiften i graf G 4r 2 kr/min. Skissa grafen f6r bolag A i samma
diagram. Vad betyder skirningspunkten mellan graferna?

&

A kostnad

Y

tid

Grafen i figur 1 ovan ar ett exempel pa grafer fran uppgiften i NPM 2014. Utifran fyra olika exem-
pel pa grafer ska eleverna forsoka komma fram till det mest férmanliga priset.
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Figur 2
Frisldippt uppgift fran NPM (2010), stapeldiagrammet
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Not. Nyregistrerade bilar i Sverige 1930—2005 fordelade pa olika tillverkningslander (andelar i %).

Uppgiften gar ut pa att visa kunskaper om hur man laser av ett diagram, gor procentuella berak-
ningar och kan se skillnad pd procent och procentenheter. Som underlag far eleverna olika pa-
staende att forhdlla sig till. De ska svara falskt eller sant. Utmaningen dr att ldsa av och anvanda
informationen fran stapeldiagrammet for att 16sa uppgifterna.

Excerpt 1 (grupp A) figur 1

Lararen: Vitittar pa bolag B nu och A sdger att bolag A ar billigare @n bolag B ... hur ser man
det?

Quan: Kanske for att den har [pekar pa grafen] &r langre...som kostnad...

Lararen: Du laser alltsa av axeln som visar kostnad ... ja ... vad sdger du Eli?

Eli: Va...

Lararen: Vad sdger du? stammer det som Quan sager att bolag A &r billigare &n bolag B?

Eli: Kanske

Lararen: Vill du ténka vidare?

Eli: Ja

Lararen: Kim, vad sager du? Ar bolag A billigare &n bolag B? | diagram B ... den férsta ... dar...

Kim: [Suckar djupt] vetinte ... far jag tanka...

Lararen: Javisst. Alex, vad sdger du?

Alex: Jag tycker att bolag A &r billigare &n B, eftersom kostnadsstrackan [grafen som visar kostna-
den] visar bolag B langre [hogre] &n bolag A.

Lararen: Hur ténker du d&?

Alex: Om har fanns nagra siffror ... liksom 69 kronor, da man vet att bolag B ... dyrare &n bolag A:

eftersom det &r langre [grafen stiger].

I excerpt 1 anvander Alex sig av ord som hen sjilv kommer pa for att forklara det hen vill sdga,
vilket ar ett tecken ett risktagande pa, sdledes pagar andraspraksutveckling. Hen sager “kost-
nadsstracka” i stallet for att anvanda ordet “graf”. Det ar en effektiv ordkonstruktion for att
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forklara ett for eleven pa svenska obekant ord. Ordet “kostnadsstracka” signalerar att eleven
forstatt funktionen av grafen och lararen forstar vad hen menar. Quan forklarar grafens lutning
(som okar) genom att peka pa grafen och sdga att den ar langre, i stallet for att anvanda ordet
stiger eller okar - ord som for hen troligtvis inte ar lika bekanta. Dock forstar lararen val vad
som avses. Att vidare peka pd grafen forstarker intrycket av att eleven forstdtt. Var slutsats har ar
att bdda eleverna har forstdtt uppgiften och kan tolka grafen ratt, men saknar adekvata ord och
uttryck for att fora ett forklarande resonemang. Genom att peka och konstruera egna ord lyckas
eleverna visa lararen att de kan forklara. Eli och Kim deltar inte aktivt i diskussionen utan sva-
rar undvikande. Nar lararen forsoker fa med dem, begar de mer betanketid. Vi ser att eleverna
behover utokad tid for att resonera.

Excerpt 2 (grupp B) figur 2
[Stapeldiagrammet ar utformat pa ett satt som ingen av eleverna tidigare hade traffat p3, vilket forstas kan
paverka eleverna. Har ber lararen en elev att borja diskutera sin fraga, eleven skall tolka den procentuella
andelen i diagrammet.]

Lararen: Fraga nr3d3, det ar Charlies fraga. 1965 var drygt 30 % av de nyregistrerade bilarna svenska.

Charlie: Eeh, nej, det star, 1965 var DRYGT [hojer rosten] 30, eeh, ... det &r lite ver 60 eller jag menar
30...53,ja ...

Lararen: Hur ser man det?

Charlie: Detérju... det stdr sdhar: 30 % sen streck 65 svenska vad heter det bilar, det &r lite 6ver 30
%. Typ 32 eller ndgonting. Sa svaret &r falskt.

Lararen: Sa du menar att svaret ar falskt, vad sager du?

Robin: Alltsa ... man vet inte om det ar och det &r lite mer &n 30 ... de kanske har ritat eller nat ...

Charlie: Nej, de ritarinte fel ... sa det ar falskt.

Lararen: Skall vi hora vad Billie sager?

Billie: Jag sdger att det ar sant.

Lararen: Du sager att det ar sant, hur motiverar du det?

Billie: For att det inte behdver vara exakt 30 % for att det stod drygt och den &ar ... lite mer an 30 %
men det ar anda 30 %.

Lararen: Vad betyder ordet drygt?

Billie: Ungefdr, jajag trorde ...

Charlie: Ungefdr, men jag tror att det, att det ska vara typ 20 nagonting men aaa. Men jag sager

sant, det dr sant ... men 30 det &r lite 6ver. Drygt det stod drygt [exalterad] ... sant men star
det 6ver da gills det inte. Aaaa det &r sant det ar sant.

Lararen: Du sager att det ar sant ... om du skulle forklara ordet drygt Robin hur skulle du forklara det
for ndgon som inte visste vad det betydde?

Robin: Drygt kanske betyder att det &r mindre an 30 eller jag vet inte ... ungefar kanske det betyder.

Ovanstdende exempel visar att ett ord som i sig inte dr kopplat endast till matematiken, "drygt”,
kan stalla till det for eleverna. Charlie och Robin som inte har forstitt vad ordet drygt betyder
misstolkar uppgiften och svarar fel. De har dock en kamrat (Billie) som valjer en spraklig strategi
genom att visa att hen vet vad drygt betyder och som skulle kunna stétta de andra om de valjer
att lita pa hen. Billie visar aven andra sprdkliga strategier, genom att ge en omskrivning och en
synonym. Aven Parszyk (1999) har visat att uttrycket drygt i matematikuppgiftssammanhang
ar svart att forsta.
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Sprikliga formdgor som eleverna anviinder sig av

Det var svart att hitta tydliga markdrer for olika sprakliga férmagor sa som resonemang, argu-
mentation, forklaring och motivering i materialet. Markorer for detta kan vara till exempel, jag
tycker att, min dsikt dr att, jag hdller inte med, ddrfor att, for att. Det handlar ocksa om att kunna
jamfora och vardera, da en anvandning av adjektiv och komparation ingar. I grupp A och B fore-
kom detta sparsamt. Det forekom att ndgra elever i grupp C visade mer utvecklade férmagor och
aven hade utvecklat avancerade sddana. Har anknyter vi till sociomatematiska normer eftersom
eleven visar medvetenhet om hur en ifrdgasatter och visar att en inte haller med. Detta sker pd
ett respektfullt sitt och kan leda till att samtalet fordjupas. Efter en stunds diskuterande (och
uppenbarligen olika tankar om 16sningen) sager Tintin i excerpt 3, "Men nu tanker jag sd har”,
och fortsatter sedan sitt resonemang. Den andra eleven hakar pa resonemanget och tillsam-
mans narmar de sig en 16sning och formulerar en ekvation. Har f6ljer excerptet och analysen.

Excerpt 3 (grupp C) figur1

[Eleverna skall resonera kring vilket telefonbolag som ger bast villkor for konsumenten genom att tolka
grafer och slutligen komma fram till en matematisk formel, en ekvation. Utmaningen hér &r att komma till
rdta linjens ekvation med utgangspunkt i exemplet i uppgiften.]

Lararen: Vilken av de har graferna kan beskrivas med en ekvation? Alltsa med en formel? Och hur
skulle den kunna se ut?

Dylan: Jag tror nog att grafen skulle kunna skrivas med en formel. For att du vet, alltsa sa har ... du
vet exakt vart den borjar ... den borjar i origo.

Marjan: D3 skulle det kunna vara s& haar ... den maste ju ha minuter ganger typ ...

Lararen: Om vi antar att det kostrar tva kronor per minut ... hur skulle den se ut da?

Marjan: Aaa.

Dylan: Jag tror att det skulle se ut sdhar ... X ganger 2 ... eller alltsd 120 sekunder eller tva minuter
man kan ju skriva tva minuter pd olika sdtt ...

Tintin: Nu ténker jag sdhar ... det blir ju liksom X génger 2 lika med ... alltsa ... eehm ... dd maste
man val gangra pa bada sidorna, eftersom att ... nej ...

Lararen: Vad star X for?

Marjan: Det star for tiden som vi ringer ... antal minuter

Tintin: Antal minuter ... antal kronor &r det val?

Marjan: Nej, for vi vet kronor per minut. Det &r tiden.

Tintin: Det &rju tva da.

Marjan: X minuter ganger 2

[ excerpt 3 visar eleverna i grupp C mer utvecklade sprakliga formdagor och strategier an eleverna
i grupp A och B. De kunde lattare komma igang med en diskussion dar de ocksa vagade ifraga-
satta varandras utsagor, och sta upp for sina egna tankar. Utifran sociomatematiska normer ser
vi att eleverna Tintin och Marjan for ett samtal dar de ifragasatter och diskuterar pa ett respekt-
fullt satt och ocksa far igdng ett samtal som ndarmast gar att tolka som utforskande. Eleverna
ndrmar sig en 16sning och formulerar tillsammans en ekvation.

Undvikandestrategier

Flera elever visar pd blyghet och anvander sig av det vi har valt att definiera som temat undvi-
kandestrategier. Elever ber om mer tanketid, de dverlater fragan till ndgon annan eller svarar
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”jag vet inte”. Det var ocksa vanligt forekommande att elever haller med den som sist hade ordet,
i ett kumulativs samtalande. Tva excerpt foljer:

Excerpt 4 (grupp B) figur 2

[Eleverna skall Iasa av diagrammet (se figur 2) och diskutera. En bit in i diskussionen diskuterar Charlie och
Billie livligt. Robin forsoker forst komma in i diskussionen, men backar och blir osaker.]

Robin: Vanta ... vilket var det ... ?

Lararen: Ja, vad sdger ni andra?

Robin: Jag vetinte.

Lararen: Blev du osdker?

Robin: Jag tror att det &r jag som har ratt, men Billie ar smart, sa jag tror pa Billie.

Excerpt 5 (grupp B) figur 2

Charlie: Jag ténker inte borja.

Lararen: Du villinte borja?

Charlie: N3, det ar lugnt, ass3, jag klarar mig. Jag tror att Robin vill borja.

Robin: Nej, det vill jag inte.

Charlie: Skall vi kora sten, sax, pase eller?

Lararen: Vikommer att hjalpas &t med fragorna ... nu kor de sten sax och pase, da tror jag att Robin &r

redo att borja.

Robin: Nej, jag vill inte, jag forstod inte fragan.

Nar Robin visar sig osdker vill hen bolla 6ver fragan till nagon av kamraterna, som har till Char-
lie, i excerpt 5. Att undvika att svara genom att be om betdnketid eller att sdga att en inte férstod
fragan forekommer frekvent. Att inte kunna resonera kan vara relaterat till spraklig osakerhet,
och for andrasprakselever ar det dn svdrare om hen inte har ord och begrepp pa svenska eller
sprakliga strategier klart for sig. En elev som ar osdker pa sina matematiska kunskaper och
dessutom har svart att uttrycka sig och att vaga lagga fram sina idéer anser vi har lattare att ge
upp och kanske inte ens forsoka. I férsta utsagan ovan (excerpt 4) ser vi hur Robin uttrycker att
hen tror pd sin egen utsaga om vad som ar ratt eller fel, men dndock hénvisar till en annan elev
som "smartare”. Vi ser att flera av de elever i undersokningen som vi vet har ett mindre utvecklat
svenskt sprdak ocksa ar de som helst undviker att svara och diskutera. I en sadan situation kan
samtalet inte beskrivas som vare sig kumulativt eller disputerande.

Samtalsformer i termer av disputerande, kumulativa och explorativa samtal

Den vanligast forekommande samtalsformen i de inspelade samtalen ar den kumulativa, vilket
betyder att eleverna bygger pa varandras information utan att engagera sig in ndgon verklig dis-
kussion. Lararen far darfor agera som motor for att samtalet inte ska stanna av. Att lararen age-
rar som motor ar val synligt i dven i excerpt 2. Utforskande samtal forekommer, men mer sdllan,
dock bade i grupp B och C. Det utforskande samtalet kommer igdng bland elever som anvander
sprakliga strategier och vdgar uttrycka sig trots brist pa ord, som Alex i excerpt 1 nar han sager
kostnadsstracka. De har eleverna kan ocksa anvanda sig av sprakliga formdagor som att resonera
och argumentera, som Tintin i excerpt 3.
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De sociomatematiska normer som eleverna har anpassat sig till eller inte anpassat sig till, det
vill sdga att veta vad man forvdntas gora under samtalet, som att ifragasatta, att stdlla fragor och
att bidra till att samtalet fors framat, spelar stor roll. I materialet visar det sig ndr lararen far ta
en stor del i samtalet for att det skall foras framat i framforallt grupp A och B. I grupp A och B
stannar samtalen upp och bryts bland annat av att ndgon elev blir frustrerad eller arg och inte
kan komma vidare. Eleverna har svart att haka tag i diskussionen och hjédlpa varandra och stalla
fragor. Det visar sig vara svart for eleverna att ta egna initiativ for att ta ordet, lararen behover
hela tiden dela ut ordet. Nedan foljer ett excerpt ur datamaterialet:

Excerpt 6 (grupp B) figur 2

[Eleverna skall hjalpas at att berakna antal registrerade bilar vid olika rtal, hur skiljer det sig, ar pastaendet
sant eller falskt. Utmaningen har &r att forsta att man fragar efter antal bilar och inte efter procentuella
andelar. Eleverna maste kunna koppla ihop det totala antalet bilar med den procentuella andelen.

Lararen inleder samtalet. En bit in i samtalet blir en av eleverna frustrerad och kan inte riktigt argumentera
for sina tankar om vad som skulle kunna vara I6sningen pa problemet.]

Charlie: For att det star bara 1980 ... fler nyregistrerade bilar &n 1985 och man ser pa diagrammet
inte dar uppe ... for det dar ar antal bilar [diskussion sedan tidigare géllande procent]. Det &r
liksom om du har 1980 da &r det 103 eller hur ... da &r det plus det som tillverkar, jag menar
registrerar. D3 ar det plus antal bilar sen blir det 263 ... fran o till 263 och skillnaden mellan de
har ar ... jag ska se ... mitt svar ar sant i alla fall. Mitt svar &r sant jag sdger att det &r sant.

Lararen: Nu maste ni 6vertyga honom [till de dvriga eleverna].

Robin: Jag tror om man inte ska titta dar uppe hur ska man da veta hur manga bilar dr det har? Man
maste titta, alltsa det finns antal bilar i tusental 193 000. D3 man kan se att det har ar mer an
det eftersomde typ ...

Charlie: Exakt, jag har ratt man skall kolla déra ... inte dar uppe!

Billie: Jomen...

Charlie: Jo, man skall kolla d&r nere for dar hur mycket procent det tillverk ... eller nyregistrerades

och dér 80... 1980 var det mer an 1985 ... vi har svaret dar, fan ... nu blir jag arg. [Charlie &r
mycket uppjagad vilket hors pa rosten].

Lararen: De andra blir arga pa dig for att du inte lyssnar pa dem....

Charlie: Frdgan &r om det &r mer eller inte och det &r mer ...

Billie: Du skall inte svara i procent ... det gar inte, alltsd i fragan handlar inte om procent.
Charlie: Men om man ser pa procent man ser svaret.

Billie: Men de &r olika.

Charlie: Mitt svar ar att jag skiter i ditt svar ... mitt svar ar rétt ...

Lararen: Hoppsan! Ibland tycker jag att man skall vara lite lyhérd Charlie.

Charlie: Det ar fel pa den dar fragan ...

I excerpt 6 visar Charlie att hen resonerar mycket, hela det forsta uttalandet ar langt men bitvis
svart att hanga med i eftersom eleven ocksa snubblar lite mellan orden och bitvis saknar satt att
formulera sitt resonemang pa. Dock upptdcker vi att Charlie dnnu inte har kommit fram till hur
hen skall ta sig an uppgiften, vilket hens kamrater och lararen forsoker hjdlpa hen med via sma
tillagg i dialogen. Charlie verkar dock vara uppjagad och lyssnar inte pd vad de andra sdger, att
det ar antal bilar man skall titta pa och inte procent. Charlie reagerar med frustration och ilska
eftersom hen har en annan bild av hur uppgiften ska 16sas, men kan inte forklara eller acceptera
att hen har tagit fel vag. Har kan Charlie inte anvdnda ett resonemang som leder framat. De an-
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dra eleverna, Robin och Billie, forsoker pa olika vis att fora samtalet vidare och att hjdlpa Charlie
att se vad som behover goras. Charlie blir till slut sa arg och frustrerad att hen blir otrevlig, "mitt
svar dr att jag skiter i ditt svar”. Kamraterna i gruppen tar inte illa vid sig (i ljudfilen hors hur de
skrattar lite, vilket kan ha att gora med att de kdanner eleven val). Men, det kan for Charlies del
vara ett bevis pa att hen behover traning i hur man samtalar och diskuterar och framfor asikter
aven om man inte hdller med, att man kan forhandla om innehallet pa ett adekvat satt. Genom
att slutligen sdga att "det ar fel pa den har fragan” blir samtalet till viss del avstannat, det blir
svart att fd med Charlie i vidare samtal. Samtalet skulle kunna beskrivas som ett disputerande
samtal eftersom eleverna inte hdller med varandra.

Framgangsfaktorer och hinder

Var tredje forskningsfraga belyser framgangsfaktorer och hinder. De framgangsfaktorer som
framtradde ar sddana som bidrog till att ett matematiskt samtal dgde rum, dar eleverna samta-
lade och l6ser ett matematiskt problem tillsammans i provsituationen. Det visade sig framforallt
ndr eleverna anvande ord och begrepp for att ifrdgasatta och andra sprikliga strategier, som i
excerpt 1 dar ordet kostnadsstracka anvands eller att uttrycka en dsikt, och att forklara sin tan-
kegdng. Med andra ord visar sig en framgangsfaktor for att l6sa de matematiska problemen vara
att eleverna delvis anvande sprakliga strategier och var risktagare, men ocksa visade att de an-
passade sig till sddana sociomatematiska normer som hur ett matematiskt samtal kommer igang
och fortsatter och dar eleverna bade ifrdgasatter, stottar och bygger vidare pd andra elevers re-
sonemang. Ett utforskande samtal var pd sd vis en betydelsefull faktor for att det matematiska
samtalet skulle komma igdng och leda till en 16sning. Men, for att ett utforskande samtal skulle
komma igang, kravdes sprakliga strategier saval som att eleverna rorde sig inom etablerade so-
ciomatematiska normer. Har menar vi att etablerade sociomatematiska normer harror fran hur
uppgifterna och rattningsanvisningarna ar formulerade i NPM.

Hinder for matematiska samtal, visade sig ndr elever inte vagade ta risker och hellre tystnade,
eller 6verlat fragan till en kamrat. De anvande sig dd av undvikandestrategier. Hinder kan saledes
relateras till att eleverna saknar sprakliga strategier pa svenska. I dessa fall stoppar samtalet och
eleverna har inte mojlighet att visa vilka matematiska kunskaper de har. Mdnga elever kunde inte
heller bidra till att fora diskussionen framat pa nagot satt och vare sig kumulativa eller dispute-
rande samtal uppstod. Dessa elever forde inte tydliga resonemang, troligen for att de inte natt
den utveckling i svenska spraket som kravs for att ord och begrepp ska kunna anvandas for att
resonera. Eleverna har dnnu inte mojlighet att visa upp de formagor som efterfragas. Att anda
forsoka visade sig i sin tur kunna vara relativt tidsodande och ledde till att den utstakade tiden
snabbt rann ut. Det verkar finnas en balansgang mellan att vaga ta risker och att inte forsoka alls.

Sammanfattande resultat

Sammanfattningsvis visar resultatet av var undersokning att elever med kortare tid i Sverige,
(grupp A och B) ofta saknar ord och begrepp for att uttrycka sig och sina tankar eller att anvanda
sig av de sprakliga formagor som mats i det muntliga provet i NPM. De har dven svart att folja de
sociomatematiska normer (Yackel & Cobb, 1996) som ofta kravs for att fa igdng ett utforskande
matematiskt samtal, exempelvis att vaga ifrdgasitta andras forslag till 16sningar, att komma
med pdstdenden om sina egna l6sningar, samt att prova sina och andras tankar med egna ar-
gument och resonemang. Vi erfar att bristen pa adekvata ord och begrepp men aven forstaelse
for hur ett samtal gdr till kan vara orsak till detta. I sddana situationer kan eleven bli arg och
frustrerad och kommunicerar da pa ett mindre framatsyftande satt, alternativt tystnar och visar
tydligt att den inte vill deltaga alls.
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De elever som har utvecklat sprakliga strategier som att hitta pd egna ord, anvdanda transfer,
overanvanda ord, kontextualisera (sd kallat deiktiskt tal) och att stotta sig mot visuella hjalpme-
del, verkar komma ldngre i sina resonemang och ar mer delaktiga i samtalet. Eleverna i excerpt
3 anvande sig av det som Abrahamsson och Bergman (2005) tar upp, som ar viktiga sprakliga
strategier och som visar pd en andrasprdksutveckling. Vad galler tid for att forsta och ibland ga
vagen 6ver modersmadlet beskriver Moschkovich (2007) att utmaningen att vaxla mellan mo-
dersmadl och andrasprak kan vara stor och paverka responstiden. Det ser vi i det empiriska ma-
terialet. Eleverna som hade farre sprikliga strategier att ta till beh6vde langre tid och mycket
uppmuntran for att uttrycka sina tankar, de skulle ocksa behdva resonera pa sitt modersmal.
Emellertid hade dven elever med langre tid i Sverige, grupp C, svart med adekvata dmnesord och
begrepp samt saknade strategier for att fa till diskussioner i sdidana samtal som leder framdt till
en gemensam l6sning, sa kallade utforskande samtal. Abrahamsson och Bergman (2005) hanvi-
sar till Palmer (1996) och menar pa att den kommunikativa formdgan innebar en rad kompeten-
ser, fonologisk kunskap (uttal), lexikal kunskap, grammatisk kunskap samt diskurskompetens,
det vill sdga hur man samtalar. Vi erfor att flertalet av eleverna i grupp A och B saknade manga
av dessa kompetenser, dtminstone pad svenska. Eleverna hade svart att hitta ord, att uttala orden
och anvande inte heller ord och begrepp som hjalper till att formulera fragor, att ifragasatta el-
ler att uttrycka en asikt, det vill sdga sprakliga formagor (aterigen, pa svenska). Att inte kunna
formulera fragor eller verbalt ifragasdtta en annan elevs utsaga ser vi hammar diskussion, reso-
nemang och ett gemensamt arbete att l6sa ett matematiskt problem, vilket ar malet och det som
mats i NPM. I grupp C fanns det elever som hade kommit langre i sin utveckling av det svenska
spraket och som visade pa fler sprakliga strategier. Vi ser att det leder till att det matematiska
samtalet tar fart och det blir ldttare att narma sig gemensamma losningar. Dock skall sagas att
det dven i denna grupp fanns elever som dnnu ej har utvecklat sprakliga strategier for att aktivt
kunna deltaga i samtalen.

Diskussion
Ett viktigt resultat, utifrdn undersokningen, ar att det ar svart att avgora vilka matematiska kun-
skaper en elev visar, ndr eleven inte kan uttrycka sig som forvantat pa det svenska spraket och
inte heller vagar ta risker. Aven nir eleven anvinder langa och omstindliga forklaringar, vilket
i sig dr en andrasprdksstrategi, kan det vara svart att fd syn pa vilken matematisk kunskap och
vilka férmagor eleven visar. Linga forklaringar, dar eleven forsoker att uttrycka sina strategier
och tankar, tar tid. Under den muntliga delen av det NPM ar tiden dyrbar. Eleverna i var studie
skulle ha behovt mer tid. Visserligen namns det i Skolverkets instruktioner (Skolverket, 2024) till
lararen att eleverna ska ges den tid de behdver, men det ar svart att bedoma innan bedémnings-
tillfallet hur mycket tid som behovs. Generellt behover elever som har svenska som andrasprak
fd trana pa bade sprdkliga strategier, sprakliga formagor och normer i god tid, sa att de ar val
forberedda och kan anvdnda tiden under NPM val. Att kdnna ett sprakligt sjalvfortroende ser
vi som mycket viktigt och ndgonting man kan trana upp, vilket ocksa Axelsson och Jakobson
namner (2010). Det handlar om véagen fran att inte vaga alls till att ta risker. Eleverna i var un-
dersokning bad ibland om mer tid att tinka, nagonting som aven Truxaw och Rojas (2013) visat
behovs for andrasprdkselever. Har menar vi ocksa att de larare som bedomer elevens kunnande
maste vara lyhorda. De kan dven anvanda resultat pa NPM for att f6lja upp eleverna. Nyanlanda
elever har ratt till sprakstdd, men inte Gversattning av alla uppgifter till sitt modersmal (Skol-
verket, 2024).

Attlata andrasprakselever explicit trana pa sprakliga strategier som man som elev kan anvanda
sig av fOr att resonera och argumentera pa svenska, anser vi i likhet med Hajer och Meestringa
(2010), kan st6tta denna grupp elever att vaga ta risker och bli mer aktiva muntligt. Det ar bety-
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delsefullt att eleverna inte fastnar i undvikandestrategier pa grund av osdkerhet. Nar eleverna
undviker att ta risker och lamnar 6ver frdgor till andra elever forlorar de majligheten att visa sina
matematiska formdagor. Om eleverna explicit far traning i vilka ord, begrepp och formuleringar
som kan anvandas for att uttrycka en asikt, att formulera en fraga eller att ifragasatta vad nagon
annan sager, menar vi att eleverna skulle ha storre mdjlighet att bidra till att ett matematiskt
samtal kan dga rum. Eleverna skulle kunna nd mdlen for det NPM om de har strategier for hur
man bygger upp ett matematiskt samtal och diskuterar, ifrdgasatter, kommer med egna pdsta-
enden, provar resonemang och tillsammans forsoker nd losningar pa olika problem (Mercer,
2004). Eleverna behover ocksa uppmarksammas pa vilka sociomatematiska normer som rader
i situationen. Sociomatematiska normer (Yackel & Cobb, 1996) kan ju se mycket olika ut i olika
kulturer och i olika sprak, vilket gor det annu viktigare att sdakerstalla att eleverna erbjuds att bli
medvetna om vad som galler i denna (for dem) nya skolkontext, generellt i Sverige, men ocksa i
den specifika NPM-situationen.

Vidare, utan fragor och ifragasdttanden ser vi att det matematiska samtalet inte blir av, det
avstannar och utmynnar ofta i det som kallas kumulativa samtal (Mercer & Sams, 2006), det vill
saga, en rad olika yttranden byggs pa varandra men inte leder nagonstans. Det blir ingen kon-
sensus, alla dr inte med i diskussionen och oftast leder det inte till ndgon 16sning av uppgiften.
Dessa ma vara problem som alla elever kan ha eller hamna i under en stressad provsituation. Den
kumulativa samtalsformen ar troligen inte utmarkande f6r just andrasprdkselever och skulle ha
kunnat utspelas mellan elever som pratar pa sitt modersmal. Att inte ha ord och begrepp for hur
man ifrdgasatter, staller en fraga eller startar ett resonemang, ar dock en storre utmaning for
andrasprakselever som vill visa sina matematiska kunskaper i beddmningssituationer. Har ser vi
att ett samarbete mellan matematiklarare och svenska som andrasprakslarare och modersmals-
larare ar gynnsamt, vilket Axelsson tidigare har visat (2010; se aven Norén, 2010).

Utifran undersdkningens resultat ser vi ocksd att det ar viktigt med gruppsammansattningen
ndr man planerar for den muntliga delen i det NPM, utifran vilka kriterier man sdtter ihop grup-
pen. Att en grupp elever varit lika lange i Sverige betyder inte att de har samma forutsattningar
under provet. En elevi en grupp som varit lange i Sverige kan ha stora svarigheter med svenskan,
brister i svenskt ordforrdd och sprakliga strategier, vilket gor att den eleven far det svart om 6v-
riga i gruppen ar mer sprakligt avancerade. Det handlar inte om “korrekt” svenska, utan om att
ha andraspraksstrategier och att vara risktagande nog for att 6verbrygga de sprakliga hindren
(Hajer & Meestringa, 2010). P4 samma satt kan en elev med kort tid i Sverige, ha en uppsatt-
ning sprakliga strategier, vilka hjilper hen att komma langt i sitt resonerande, dven om ord och
begrepp inte alltid ar korrekta. Hen gor sig forstadd anda. Att ha utvecklat sprakliga strategier
ser vi med andra ord som en nyckelfaktor for att deltaga i det matematiska samtalet pa svenska.
I Jjuset av detta ser vi ocksa att det ar viktigt att planera for uppldgg och organisation av det
muntliga NPM med hjélp av kunskap kring elevernas sprakliga och kulturella bakgrund. Detta
tanker vi kan goras genom att samarbeta med elevernas svenska som andraspraksldrare och
modersmalsldrare for att gora sa optimala gruppindelningar som mgjligt. [ en grupp ar det bra
om elever kanner sig trygga och vagar prata. Kartlaggningar av elevernas matematikkunskaper
sedan tidigare kan vara en god hjalp for att forstd vilka grundkunskaper eleverna har. Dar kan
ocksda modersmalsldrare vara behjalpliga.

Slutligen, anser vi utifran studiens resultat att elever med svenska som andrasprak behover
utstrackt tid i den muntliga delen av NPM. Just att tid behovs for att eleverna ska kunna resonera
ar nagot som vi tydligt ser, detsamma visar Moschkovich (2007). Ett samarbete mellan svenska
som andraspraksldrare och matematiklarare ar gynnsamt i beddmningen av sjalva NPM. Det
optimala verkar vara att en svenska som andrasprdkslarare kan vara med under provet som
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stod for bedomning, alternativt att det muntliga provet spelas in sa att matematiklarare och
svenska som andrasprdkslarare kan lyssna och i lugn och ro bedéma vad som faktiskt sags under
samtalen. [ var undersokning sdg vi att samarbetet mellan matematikldraren och svenska som
andraspraksldraren hjalpte oss att inse ndr en elev faktiskt missforstod en fraga pa grund av ett
ord som hen inte forstod inneborden av och dirmed svarade fel. Men, vi kunde ocksa se nar
en elev hade 16st en uppgift ratt, aven om det kravde en viss forstdelse for hur eleven anvande
sitt sprak for att forklara sitt resonemang och sina losningar. Att bedéma andrasprakselevers
muntliga prestation i en bedomningssituation for larare i matematik ar mycket utmanande. Det
finns ocksa en risk att elevernas prestation i matematik blir felbedomd. En slutsats och rekom-
mendation utifran vara resultat ar med andra ord att det behover finnas tid for samarbete mellan
svenska som andrasprdkslarare och matematikldrare for att sdkerstalla att elever med svenska
som andrasprdk far en sd gynnsam prov- och beddmningssituation som mdjligt. En férhoppning
ar att detta i sin tur skulle kunna leda till att fler elever med annat modersmal an svenska nar
hogre resultat pa de nationella proven i matematik samt betyg i matematik.

Referenslista

Axelsson, M. & Jakobson, B. (2010). Yngre andrasprakselevers meningsskapande i naturveten-
skap genom tre analysverktyg. Nordand, 5(2), 9-33.

Axelsson, M., Olofsson, M., Philipsson, A., Rosander, C. & Sellgren M. (2006). Amne och sprédk -
sprdkliga dimensioner i dmnesundervisningen. Kompetensfonden.

Abrahamsson, T. & Bergman, P. (2005). Ndr tankarna springer fore att bedoma andrasprdk i
utveckling. HLS forlag.

Barwell, R. (Red.). (2009). Multilingualism in mathematics classrooms: Global perspectives (Vol.
73). Multilingual Matters.

Braun, V. & Clarke, V. (2006). Using thematic analysis in psychology. Qualitative Research in
Psychology, 3(2), 77-101. https://doi.org/10.1191/1478088706gpo630a

Economou, C. (2018). "P4 samma villkor?”-Litteraturundervisningens varfor och vad i gymna-
siedmnet svenska som andrasprak. Utbildning & Demokrati-tidskrift for didaktik och utbild-
ningspolitk, 27(3), 53-75.

Genzuk, M. (2003). A synthesis of ethnographic research. Occasional Papers Series. Center for
Multilingual, Multicultural Research (Red.), Center for Multilingual, Multicultural Research,
Rossier School of Education (s. 1-10). University of Southern California.

Hajer, M. & Meestringa, T. (2014). Sprdkinriktad undervisning: en handbok. Hallgren & Fallgren.

Hunter, J. (2014). Developing learning environments which support early algebraic reasoning:
a case from New Zealand primary classroom. Mathematics Education Research Journal, 26,
659-682. https://doi.org/10.1007/513394-013-0093-4

Kazemi, E. & Stipek, D. (2009). Promoting conceptual thinking in four upper-elemen-
tary mathematics classrooms. Journal of Education, 189(1-2), 123-137. https://doi.
0rg/10.1177/0022057409189001-20

Kjellstrom, K. & Persson, C. (2008). Mer dn matematik-om sprdkliga dimensioner i matematik-
uppgifter. Myndigheten for skolutveckling.

Mercer, N. (2004). Sociocultural discourse analysis. Journal of Applied Linguistics, 1(2), 137-168.
https://doi.org/10.1558/japl.2004.1.2.137

Mercer, N. & Littleton, K. (2007). Dialogue and the development of children's thinking: A sociocul-
tural approach. Routledge.

Mercer, N. & Sams, C. (2006). Teaching children how to use language to solve maths problems.

Language and Education, 20(6), 507-528. https://doi.org/10.2167/1e678.0

76


https://doi.org/10.1191/1478088706qp063oa
https://doi.org/10.1007/s13394-013-0093-4
https://doi.org/10.1177/0022057409189001-209
https://doi.org/10.1177/0022057409189001-209
https://doi.org/10.1558/japl.2004.1.2.137
https://doi.org/10.2167/le678.0

FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE, VOL. 12, NR 3, 2024, 60-78 Eva Norén m.fl.

Moschkovich, J. (2002). A situated and sociocultural perspective on bilingual mathematics
learners. Mathematical Thinking and Learning, 4(2—3), 189-212. https://doi.org/10.1207/

515327833MTLo4023_5
Moschkovich, J. (2007). Using two languages when learning mathematics. Educational Studies

in Mathematics, 64(2), 121-144. https://doi.org/10.1007/$10649-005-9005-1

Moschkovich, J. (2013). Principles and guidelines for equitable mathematics teaching practices
and materials for English language learners. Journal of Urban Mathematics Education, 6(1),
45-57. https://doi.org/10.21423/jume-v6ila204

Norén, E. (2010). Flersprdkiga matematikklassrum: Diskurser i grundskolans matematikundervis-
ning. [Doktorsavhandling, Stockholms universitet]. DIVA. https://su.diva-portal.org/smash/
get/diva2:357471/FULLTEXTo1

Norén, E. (2011). Students’ mathematical identity formations in a Swedish multilingual mathe-
matics classroom. Nordic Studies in Matematics Education, NOMAD, 16(1-2), 95-113.

Norén, E. & Caligari, L. (2020). Practices in multilingual mathematics classrooms: Word pro-
blems. In MADIF 12, The twelfth research seminar of the Swedish Society for Research in
Mathematics Education, Vol. 15 (s. 61-70). Swedish Society for Research in Mathematics
Education.

Parszyk, I. M. (1999). En skola fér andra: minoritetselevers upplevelser av arbets-och livsvillkor i
grundskolan. [Doktorsavhandling, Stockholms universitet]. DIVA. https://su.diva-portal.org/
smash/get/divaz:452149/FULLTEXTo1.pdf

PRIM-gruppen. (2010). Amnesprov i matematik dk 9, delprov A. Skolverket.

PRIM-gruppen. (2014). Amnesprov i matematik @k 9, delprov A. Skolverket.

Rubinstein-Avila, E., Sox, A. A., Kaplan, S. & McGraw, R. (2015). Does biliteracy+ mat-
hematical discourse= binumerate development? Language use in a middle school
dual-language mathematics classroom. Urban Education, 50(8), 899-937. https://doi.
0rg/10.1177/0042085914536

de Ron, A. (4 maj 2024). Matematiksprdket, modul: Sprdk i matematik, del 2, dk 7-9. https://lar-

portalen.skolverket.se/api/resource/Po3WCPLAR058625

Skolverket, statistik. (u.d). https://www.skolverket.se/skolutveckling/statistik

Skolverket. (u.a a). Amnesprov i matematik drskurs g 2016/2017 Lirarinformation 1. https://www.
su.se/polopoly_fs/1.662636.1688110271!/menu/standard/file/Ap%209%202017%20Ma%20Li-
rarinformation%2o1.pdf

Skolverket. (u.a b). Amnesprov i matematik drskurs 9 2016/2017 Bedémningsanvisningar 1. https://
www.su.se/polopoly_fs/1.662634.1688109795!/menu/standard/file/Ap%209%202017%20
Ma%20Bedémningsanvisningar%2o1.pdf

Skolverket (19 ]um 2023) Nationella provets konstruktlon https: Mwww skolverket. se[underws—

la-provens-konstruktion
Skolverket. (26 mars 2024). Genomféra och bedéma nationella prov i grundskolan. https://www.
skolverket.se/undervisning/grundskolan/nationella-prov-i-grundskolan/genomfora-och-

bedoma-prov-i-grundskolan#h-Muntligadelprov
Truxaw, M. P. & Rojas, E. D. (2014). Challenges and affordances of learning mathematics in a se-

cond language. Journal of Urban Mathematics Education, 7(2), 21-30. https://doi.org/10.21423/

Yackel, E. & Cobb, P. (1996). Sociomathematical norms, argumentation, and autonomy in
mathematics. Journal for Research in Mathematics Education, 27(4), 458-477. https://doi.
org/10.230 8

77


https://doi.org/10.1207/S15327833MTL04023_5
https://doi.org/10.1207/S15327833MTL04023_5
https://doi.org/10.1007/s10649-005-9005-1
https://doi.org/10.21423/jume-v6i1a204
https://su.diva-portal.org/smash/get/diva2:357471/FULLTEXT01
https://su.diva-portal.org/smash/get/diva2:357471/FULLTEXT01
https://su.diva-portal.org/smash/get/diva2:452149/FULLTEXT01.pdf
https://su.diva-portal.org/smash/get/diva2:452149/FULLTEXT01.pdf
https://doi.org/10.1177/004208591453699
https://doi.org/10.1177/004208591453699
https://larportalen.skolverket.se/api/resource/P03WCPLAR058625
https://larportalen.skolverket.se/api/resource/P03WCPLAR058625
https://www.skolverket.se/skolutveckling/statistik
https://www.su.se/polopoly_fs/1.662636.1688110271!/menu/standard/file/Äp%209%202017%20Ma%20Lärarinformation%201.pdf
https://www.su.se/polopoly_fs/1.662636.1688110271!/menu/standard/file/Äp%209%202017%20Ma%20Lärarinformation%201.pdf
https://www.su.se/polopoly_fs/1.662636.1688110271!/menu/standard/file/Äp%209%202017%20Ma%20Lärarinformation%201.pdf
https://www.su.se/polopoly_fs/1.662634.1688109795!/menu/standard/file/Äp%209%202017%20Ma%20Bedömningsanvisningar%201.pdf
https://www.su.se/polopoly_fs/1.662634.1688109795!/menu/standard/file/Äp%209%202017%20Ma%20Bedömningsanvisningar%201.pdf
https://www.su.se/polopoly_fs/1.662634.1688109795!/menu/standard/file/Äp%209%202017%20Ma%20Bedömningsanvisningar%201.pdf
https://www.skolverket.se/undervisning/vuxenutbildningen/komvux-gymnasial/nationella-prov-i-komvux-gymnasial/nationella-provens-konstruktion
https://www.skolverket.se/undervisning/vuxenutbildningen/komvux-gymnasial/nationella-prov-i-komvux-gymnasial/nationella-provens-konstruktion
https://www.skolverket.se/undervisning/vuxenutbildningen/komvux-gymnasial/nationella-prov-i-komvux-gymnasial/nationella-provens-konstruktion
https://www.skolverket.se/undervisning/grundskolan/nationella-prov-i-grundskolan/genomfora-och-bedoma-prov-i-grundskolan#h-Muntligadelprov
https://www.skolverket.se/undervisning/grundskolan/nationella-prov-i-grundskolan/genomfora-och-bedoma-prov-i-grundskolan#h-Muntligadelprov
https://www.skolverket.se/undervisning/grundskolan/nationella-prov-i-grundskolan/genomfora-och-bedoma-prov-i-grundskolan#h-Muntligadelprov
https://doi.org/10.21423/jume-v7i2a233
https://doi.org/10.21423/jume-v7i2a233
https://doi.org/10.2307/749877
https://doi.org/10.2307/749877

FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE, VOL. 12, NR 3, 2024, 60-78 Eva Norén m.fl.

Vygotskij, L. S. (1999). Tdnkande och sprdk (K. Lindsten, Overs.). Daidalos. (Originalverk publi-
cerat 1934)

Forfattarpresentationer

Eva Norén ®

Eva Norén ar ar docent i matematikamnets didaktik pa Stockholms universitet. Hennes huvudsak-
liga forskningsintresse rér matematikundervisning i flersprakiga klassrum, men ocksa programme-
ring och sociopolitiska aspekter i matematikundervisningen. Eva har samarbetat med verksamma
larare i flera ar och denna artikel ar rett resultat att detta.

Charlotte Ahlstrom Castillo

Charlotte Ahlstrom Castillo ar forsteldrare, larare i Svenska som andrasprak, SO och spanska pa Ba-
garmossens skola. Hon har arbetat med undervisning av nyanlanda i manga ar och har bland annat
engagerat sig i och foreldst om hur undervisning av andrasprakselever kan Idggas upp for att stotta
en sprakutveckling i olika @mnen. Detta intresse har dven lett till deltagande i FOU projekt av vilka
det senaste fokuserar pa andrasprakselevers forutsattningar i matematikundervisningen.

Anne-Lie Hellstrom

Anne-Lie Hellstrom ar forsteldrare och undervisar i matematik pd Midsommarkransens grundskola.
Hon jobbade tidigare i Bagarmossen, dar hon kom att jobba med barn fran olika kulturer. Anne-Lie
har under aren som larare funnit ett varmt intresse for hur skolan kan se olika barns sprakliga forma-
gor och vilka utmaningar de stoter pa i matematik. Detta renderade i ett FOU projekt som fokuse-
rade pa andrasprakselevers forutsattningar i matematikundervisningen.

78


https://orcid.org/0000-0002-6099-7426

