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Sammanfattning

For att utveckla elevers begreppsliga kunskap i matematik behéver larare

ha djupa insikter om elevers kunskapsprogression, men forskning visar att
detta varierar stort mellan larare. Studiens syfte &r att bidra med forstaelse
for hur elevers begreppsliga kunskap om tal i brakform som delar av helhet
kan beskrivas som handlingar pa olika kvalitativa nivaer. Grundskoleelevers
skriftliga I6sningar pa problem som handlar om tal i brakform har analyserats
med fokus pa om eleverna identifierar, urskiljer eller anvéinder olika egenskaper,
principer och relationer hos och mellan begrepp. Resultatet visar fyra nivaer
dar elever gar fran att urskilja och identifiera ett fatal egenskaper och princi-
per, hos begrepp som de har svart att anvanda, till att urskilja flera egenskaper
och principer vars relationer de sedan anvander for att dra slutsatser. Denna
progressionsbeskrivning kan anvandas praktiskt for att planera for undervis-
ning som utvecklar elevers begreppsliga kunskap men ocksa som teoretisk
utgangspunkt for liknande studier inom andra matematikomraden.

Nyckelord: matematik, begreppslig kunskap, tal i brdkform, progression

Abstract

To develop students' conceptual understanding in mathematics, teachers need
deep insights into students' knowledge progression; however, research shows
that this varies significantly among teachers. This study aims to contribute to
an understanding of how students' conceptual knowledge of fractions as parts
of a whole can be described in terms of actions on different qualitative levels.
Elementary students' written solutions to problems involving fractions have
been analyzed with a focus on whether the students identify, discern, or use
various properties, principles, and relationships within and between concepts.
The results show four levels, where students progress from discerning and
identifying a few properties and principles—within concepts they struggle to
use—to discerning multiple properties and principles whose relationships they
then use to draw conclusions. This description of progression can be applied
practically to plan teaching that develops students' conceptual understanding,
and also serves as a theoretical starting point for similar studies in other areas
of mathematics.

Keywords: mathematics, Conceptual Knowledge, fractions, progression
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Introduktion

Forskning om matematikundervisning har under en lang tid féresprakat undervisning som ska-
par mojligheter for eleverna att utveckla begreppslig kunskap', den kunskap som forknippas med
en djup forstdelse for matematiken (de Jong & Ferguson-Hessler, 1996; Kazemi & Stipek, 2001;
Star & Stylianides, 2013). Richland med flera (2012) har visat att larares forstdelse for vad be-
greppslig kunskap ar varierar. En bristande forstdelse av vad begreppslig kunskap innebar kan
fa till foljd att elevers majlighet att utveckla sddan kunskap riskerar att reduceras till férmaga att
anvanda och genomféra procedurer, samt att kanna till de matematiska termer som beskriver
procedurerna.

Matematikdidaktisk forskning beskriver ofta dmnet matematik som en samling begrepp, dar
varje begrepp har en relation till andra narliggande begrepp (Hiebert & Lefevre, 1986), vilket in-
dikerar att begreppslig kunskap handlar om mer dn att kunna anvanda matematiska termer for
begreppen. Det handlar bland annat om att forsta hur olika begrepp relaterar till varandra, hur
de kan generaliseras eller bli mer specifika samt hur de kan forstds i relation till matematiska
principer® (Crooks & Alibali, 2014; Hiebert & Lefevre, 1986). I en svensk kontext — dar termen
formaga, snarare an kunskap, anvands - beskrivs detta i kursplanen i matematik i Lgr22 som en
"férmaga att anvanda och beskriva matematiska begrepp och samband mellan begrepp” (Skol-
verket, 2022).

Begreppslig kunskap ingar i det som Carlgren (2023) kallar elevers dmneskunnande och hon
menar att larare behover ha djupa kunskaper om hur dmneskunnandet kan se ut. I ett ramverk
som beskriver en matematiklarares olika kunskaper, skiljer forskarna tydligt ut kunskaper om
pd vilka olika sétt eleverna kan uppfatta matematik och matematiska begrepp (Hill m.fl., 2008).
Flera studier har visat att den hdr typen av lararkunskap har betydelse for kvaliteten pa den un-
dervisning som lararna bedriver, vilket i sin tur paverkar elevernas mojligheter till larande (Hill
m.fl., 2008; Tchoshanov, 2011). Richland med flera (2012) menar att matematikdidaktisk forsk-
ning behover undersoka elevers uppfattningar om matematiska begrepp, och hur progression i
begreppslig kunskap kan se ut, samt hur ldarare kan utveckla kunskapen om detta i olika sam-
manhang. Beskrivningar av progression i elevers kunskap efterfragas ocksa i storre utstrackning
ndr ldrare ska ge elever formativ aterkoppling pa genomférda arbeten, ndgot som har blivit allt
viktigare i skolan (Sadler, 2009; Suurtamm m.fl., 2016).

Att brister i utveckling av begreppslig kunskap ar en orsak till svarigheter for elever i matema-
tik ar belagt tidigare (Yetim & Alkan, 2013). Det giller inte minst det matematiska omradet tal
i brdkform (Charalambous & Pitta-Pantazi, 2007; Meert m.fl., 2010; Pitkethly & Hunting, 1996).
Svensk forskning har vidare visat att lararstudenter har svarigheter med tal i brékform (Tossa-
vainen & Helenius, 2024) samt att den progression som finns i svenska laromedel omfattar fa
tydliga utvecklingslinjer (Ahl & Helenius, 2021). Det finns anledning att anta att djupa kunska-
per om elevers dmneskunnande eller begreppsliga kunskap om tal i brdkform ar begransad i
den svenska kontexten, framfor allt nar det galler hur en kunskapsprogression skulle kunna
beskrivas. Det behovs empiriskt grundade beskrivningar av progression i elevers kunskap om
tal i brakform, som bygger pa observerbara handlingar. Sddana beskrivningar kan fungera som
utgangspunkt bade for vidare forskning, som underlag for planering av undervisning och be-
démning av elevers niva (Ball, 2007; Schoenfeld, 2014; Safstrom, 2017).

1 Begreppslig kunskap ar var svenska dversattning av begreppet Conceptual Knowledge, som ar det begrepp som
anvands internationellt i diskussionen om olika typer av kunskap.

2 En mer utforlig beskrivning av kunskap om relationer mellan begrepp som Connection Knowledge finns under
rubriken Teori.
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Syftet med studien som presenteras i denna artikel var att utveckla empiriskt grundad kun-
skap om hur elevers progression inom begreppslig kunskap kan se ut for det specifika begreppet
tal i brakform. Studien kan ses som ett bidrag till den forskning om elevers specifika amneskun-
nande som efterfrdgats av bland annat Carlgren (2023). Den forskningsfraga som ar aktuell i var
studie ar denna:

+ Hur kan en mojlig kunskapsprogression — som identifieras genom elevers skriftliga
l6sningar - beskrivas nar det galler tal i brakform som delar av helhet?

Tidigare forskning om tal i brakform som delar av helhet

Tal i brakform definieras som tal skrivna med formeln a/b dar bade a och b ar heltal, och b inte
far vara 0. Tal i brakform beskrivs i forskningen som ett mangfacetterat och komplext begrepp
som ar utmanande for elever att forstd (se t.ex. Charalambous & Pitta-Panzi, 2007). Begreppet
delas ofta in i de fem delkomponenterna tal i brdkform som delar av helhet, tal i brdkform som
férhdllande, tal i brakform som division, tal i brakform som rationella tal och tal i brakform som
operator (Behr m.fl., 1983; Kieren, 1976).

For att undersoka fragor som ror hur elever utvecklar kunskap om tal i brakform har forskare
(t.ex. Petersson, 2015) foreslagit att aspekter av tal i brakform, som namnda delkomponenter, bor
undersokas var for sig. Denna studie riktar in sig pd den forsta delkomponenten. I tidigare forsk-
ning har delar av helhet beskrivits som en av de storsta utmaningarna for elever att forsta tal i
brakform (Getenet & Callingham, 2017; Hackenberg & Sevinc, 2022; Strother m.fl., 2016).

Viktiga egenskaper och principer hos tal i brakform som delar av helhet

Tal i brakform som delar av helhet handlar om att dela in mangder i lika stora delar, alternativt
att skapa helheter utifrdn givna delar. Det finns egenskaper hos tal i brakform som delar av hel-
het som forskning har visat att det ar viktigt att eleverna kianner till om de ska kunna utveckla
forstaelse av begreppet (Charalambous & Pitta-Panzi, 2007). I likhet med Helenius och hans
kollegors beskrivning (2021), betraktas begrepps egenskaper i denna studie som synonymt med
kdnnetecken for begreppet eller "vilken beskaffenhet ett begrepp har”.

Det finns ocksa en uppsattning principer och regler for tal i brakform och deras anvdandning,
som elever behover kanna till. Bristande kunskaper om egenskaper och principer for tal i brak-
form medfor ofta svarigheter nar sddana tal ska jamforas och relateras till varandra, eller nar de
ska adderas respektive subtraheras (Braithwaite & Siegler, 2017).

For att forsta tal i brakform som delar av helhet behover elever forsta relationen mellan téljare
och ndmnare samt deras innebord och roll. De beh6ver ocksa forsta att tdljare och ndmnare till-
sammans bildar en helhet, dir nimnaren talar om vilka slags delar det ar frdgan om, till exempel
tredjedelar, och dar tdljaren talar om hur manga sddana delar man har, till exempel tva tredje-
delar (2/3). Elever behover dven forsta att brakdelarna — oavsett om det handlar om tredjedelar
eller tolftedelar - madste vara lika stora for att ha samma namn och att brakdelarna da ar lika
stora, darfor att de representerar lika stora delar av samma helhet. Att brdkdelarna har samma
namn ar detsamma som att de har samma ndmnare. En tredjedel ar ett namn pd en brakdel
med ndmnaren tre, och tredjedelar ar ett exempel pa brakdelar dar varje del representerar en
tredjedel av en och samma helhet. Dessutom behéver elever forstad att fler brakdelar av en helhet
innebar mindre storlek per brakdel, till exempel att tolftedelar ar mindre delar dn tredjedelar
(Charalambous & Pitta-Panzi, 2007).
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Forskning visar att det 4r utmanande for elever att forsta dessa principer. Lowing (2016) lat i en
studie ett par tusen svenska grundskoleelever gora diagnostiska tester inom olika matematiska
omraden. Resultatet visade att endast en tredjedel av de deltagande eleverna i arskurs 2 och
knappt hélften av de deltagande eleverna i arskurs 5, uppfattade att brakdelar med samma namn
maste vara lika stora.

Forstaelsen av tdljarens och namnarens roller - att tdljaren anger antalet brakdelar, medan
ndamnaren definierar brakdelen och att dessa tva komponenter utgor en enhetlig representation
av tal i brakform, snarare dn tva separata heltal - ar en central men utmanande princip for elever
(Charalambous & Pitta-Panzi, 2007; Gabriel m.fl., 2013; Wellberg m.fl., 2023). En vanligt fore-
kommande missuppfattning, bendamnd whole number bias, innebdr att elever behandlar taljaren
och ndmnaren som oberoende heltal. Detta leder till felaktiga slutsatser - exempelvis att 1/4
uppfattas som storre dn 1/3 da heltalet 4 dr storre an 3 (Braithwaite & Siegler, 2017; Obersteiner
m.fl., 2019), eller att tva ekvivalenta tal i brakform som 2/3 och 4/6 uppfattas vara olika stora
(Wellberg m.fl. 2023).

For att kunna jamfora tal i brakform madste elever forsta att talen forst maste relateras till en
helhet (Ladegaard Pedersen & Bjerre, 2021). Neuman (1993) visar i en studie att, &ven om eleverna
forstod att brdkdelar behovde vara lika stora, missade de att alla delarna tillsammans skulle
bilda en helhet. Elever som uppmanades att dela ett snore i tredjedelar eller fjardedelar kapade
ofta snorena pa mafa, vilket ledde till att de blev olika ldnga. Nar eleverna i studien sedan klippte
bort bitar for att se till att snorena blev lika ldnga, tog de inte hansyn till att de bortklippta bi-
tarna ocksa tillhorde den ursprungliga helheten.

Strother med flera (2016) konstaterar i sin studie att lag- och mellanstadieelever - nar de rela-
terar brakdelar till en helhet - ofta gor detta i relation till helheten 1, men har svart att relatera
brdkdelar till helheter som &r storre dn 1. Detta blir problematiskt i uppgifter dar elever ska il-
lustrera, berakna eller forklara relationer som 1/4 av 12 eller jamfora brakdelar av en méngd som
1/3 av 15 och 1/4 av 16. Sammantaget kan man sdga att om elever inte tydligt forstar vilken helhet
talet i brakform refererar till, riskerar de att missuppfatta bade talets varde och relationer mellan
tal i brakform (Charalambous & Pitta-Panzi, 2007).

En central del av att forsta tal i brakform som delar av helhet ar att kdnna till att ett och samma
tal i brakform kan representeras pa olika satt (Yetim & Alkan, 2013), till exempel som grafiska
representationer, matematiska symboler, skriftsprak, konkret material och verkliga handelser
(jfr Behr m.fl., 1992). For att kunna anvanda tal i bradkform i olika sammanhang, behover elever
forstd och kunna relatera olika representationer till varandra. Exempelvis att 1/3 4r samma sak
som "en tredjedel ” eller en rektangel uppdelad i tre lika stora delar, dar en av delarna ar farglagd.

Ahl och Helenius (2021) har dock, i sin granskning av tva svenska matematikboksserier fran
arskurs 3 till drskurs 9, identifierat att elever erbjuds liten variation i hur tal i brdkform repre-
senteras, oavsett vilken arskurs materialet riktar sig till. Enligt deras granskning moter elever
i dessa laromedel huvudsakligen och genomgdende grafiska representationer av tal i brakform
(se figur 1), vilket riskerar att hamma elevens utveckling av, forstaelse for och anvandning av tal
i brakform.

Strother med flera (2016) har undersokt elevers arbete med tal i brdkform som delar av helhet.
De har identifierat fyra olika grafiska representationer av tal i brakform; indelning av kong-
ruenta block (bar model, "blockmodell” pa svenska), tal pa tallinjer (number lines), indelning
av godtyckliga geometriska figurer som cirklar och kvadrater (region model) och indelning av
uppsattningar av foremadl (set model). I figur 1 illustreras jamforelse mellan talen 1/4 och 1/5
med dessa fyra olika grafiska representationer. Strother med flera (2016) menar att vissa grafiska
representationer tycks vara mer effektiva an andra nar elever arbetar med tal i brakform som
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delar av helhet. Studien visade ocksa att kongruenta block och tal pd en tallinje, 6kade elever-
nas mojlighet att jamfora storleken pa olika brakdelar. Daremot fann forskarna att godtyckliga
geometriska figurer, eller uppsattningar av foremadl, riskerade att leda till missforstand, samt till
felaktiga berdkningar och jamforelser av tal i brakform.

Singh med flera (2021) identifierade i en studie att ldararna i mycket stor utstrackning repre-
senterade tal i brakform grafiskt genom cirklar. Forskarna konstaterade att denna begransning
ledde till svarigheter for eleverna att l6sa vissa typer av uppgifter som handlar om tal i brakform.

Figura
Olika grafiska representationer av brakdelarna 1/5 och 1/4

Bar model Region models: Rectangular Areas

0 Number lines
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1 >
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Not: De fyra olika grafiska representationerna av tal i brakform; blockmodell (bar model), tal pa tallinjer
(number lines), indelning av godtyckliga geometriska figurer som cirklar och kvadrater (region model) och in-
delning av uppsattningar av féremal (set model). Bilden &r modifierad efter Strother med flera (2016, s. 135).

Sammanfattningsvis har tidigare forskning beskrivit att elever behover bade kunna identifiera,
anvanda samt resonera om matematiska begrepp. Nar det galler tal i brakform som delar av hel-
het, behover de forstd att bradkdelarna madste vara lika stora, att tdljare och namnare har olika
roller; det vill sdga att tdljaren anger antalet brdkdelar medan namnaren visar vilken storlek
brakdelarna har. Eleverna maste aven forsta att tal i brakform behover relateras till en helhet,
liksom att talen kan representeras pa olika satt.
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Teori

Begreppslig kunskap i matematik beskrivs pa olika satt av olika forskare. I ett forsok att sortera
bland olika definitioner och satt att mata begreppslig kunskap, skiljer Crooks och Alibali (2014)
ut sex olika typer:

1. Connection Knowledge, kunskap om relationer mellan begrepp.
2. General Principle Knowledge, kunskaper om fakta och generella principer.

3. Knowledge of Principles Underlying Procedures, kunskap om de matematiska princi-
per som ligger till grund for olika procedurer.

4. Category Knowledge, kunskap om hur matematiska omrdden kan organiseras.
5. Symbol Knowledge, kunskaper om matematiska symboler.

6. Domain Structure Knowledge, kunskap om strukturen pa matematiken som en hel
disciplin.

Forutom en beskrivning av dessa sex typer av begreppslig kunskap, har Crooks och Alibali (2014)
ocksd undersokt hur elevers begreppsliga kunskap mats i studier inom matematikdidaktisk
forskning, forskning som behandlar specifika matematikomrdden som till exempel i likheter.
De konstaterar att vad som mats, hur det mats och hur resultaten tolkas, kan variera stort bade
inom och mellan forskningsomrdaden i matematikdidaktik. Denna variation, menar de, beror pa
att det saknas samlade och koherenta definitioner av vad begreppslig kunskap ar och hur den
kan beskrivas. De beskrivningar som finns ar sinsemellan valdigt olika. Sfard (1991) menar till
exempel att kunskap om begrepp skapas genom handling medan Star (2007) ar kritisk mot idén
att man overhuvudtaget skulle kunna skilja mellan begreppslig kunskap och procedurell kun-
skap (kunskap om hur man gor).

Crooks och Alibali (2014) menar att ett satt att ta sig an de utmaningar som ar forknippade
med matning av elevers begreppsliga kunskap, ar att fokusera pa uppgifter som eleverna ska
genomfora, samt att begransa sig till tva typer av begreppslig kunskap: General Principle Know-
ledge och Knowledge of Principles Underyling Procedures. De menar ocksa att General Principle
Knowledge - kunskap om principer eller fakta, det vill sdga att saker ar som de ar - ar lamplig att
madta genom att be elever identifiera eller forklara exempel, definitioner eller uttalanden. Know-
ledge of Principles Underlying Procedures — kunskap om de matematiska principer som ligger
till grund for olika procedurer, det vill sdga varfor saker ar som de ar — mats lampligast genom
att lata elever genomfora uppgifter eller 16sa problem och da vilja lampliga procedurer baserade
pa en egen utvardering av dem.

Till Crooks och Alibalis beskrivning av dessa satt att mata begreppslig kunskap, ar det viktigt
att tillagga att explicit kunskap - det vill saga kunskap som ar mojlig att observera direkt — ar
beroende av elevers sprakliga formaga. Elevers formdga att resonera verbalt i matematik ar tatt
sammankopplad med deras begreppsliga kunskap, men det finns inte ett ett-till-ett-férhdllande
mellan dessa formdgor, eftersom kunskap kan vara bade explicit och implicit (Greeno, 1993;
Hatano & Inagaki, 1986).

[ skriftligt material representeras handlingar bade explicit och implicit. Nar handlingar repre-
senteras explicit kan det till exempel ske genom direkta beskrivningar av handlingar. Implicit
blir det ndr en representation, till exempel en summa, kan sagas foregas av en handling. Hand-
lingen kan vara en addition utan att den direkt representeras av exempelvis en berdkning.
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Med inspiration frdn Crooks och Alibalis (2014) beskrivning, har vi valt att skilja mellan tre
handlingskategorier: identifiera, anvinda och resonera. Att identifiera eller kianna igen regler
och principer for hur tal i brdkform definieras och representeras ar for oss ett exempel pa det
som Crooks och Alibali (2014) kallar for General Principle Knowledge tillsammans med Symbol
Knowledge. Handlingen innebar da att ge uttryck for ett urskiljande av olika egenskaper och
principer. Att kunna anvdnda principerna for att, till exempel manipulera tal i brakform, har
vi betraktat som en egen handlingskategori. Den motsvarar delvis det som Crooks och Alibali
(2014) kallar Knowledge of Principles Underlying Procedures, men ocksd Symbol Knowledge och
Connection Knowledge. Den sista handlingskategorin handlar om elevers resonemang. Vi har
valt att inte ta med denna i vart ramverk, vilket beskriver elevers kunskapsprogression. Inte for
att den inte ar viktig. Skalet ar i stallet att den hade kravt data som innehaller fler och mer inne-
hallsrika beskrivningar av elevernas resonemang an de vi har haft tillgang till.

Progression inom begreppslig kunskap

Utifrdn svarigheterna med att definiera begreppslig kunskap ar det ingen 6verraskning att det
i matematikdidaktisk forskning finns fa detaljerade beskrivningar av progression i elevers be-
greppsliga kunskap. Det narmaste man kan komma ar sannolikt forskning om det som kallas
hypothetical learning trajectories (HLT) (Clements & Sarama, 2004). Syftet med forskning om
HLT ar att beskriva hur elever konstruerar kunskap utifran redan etablerade kunskapsstruktu-
rer (Clements & Sarama, 2004). Nar det galler tal i brakform som delar av helhet, har till exempel
Steffe (2001, 2010) beskrivit olika HLT med utgangspunkt i elevers kunskaper om hela tal och
operationer, medan Simon med flera (2018) beskrivit HLT som utgar fran elevers kunskaper om
madtning. Det gemensamma i beskrivningarna av HLT ar att de - utifran ett konstruktivistiskt
perspektiv - fokuserar pd en beskrivning av undervisning som sekvenser av uppgifter, med syfte
att bygga elevers kunskap med hjalp av tidigare kunskaper eller scheman.

Nagy (2017) skiljer mellan progression i undervisning och progression i elevers kunskaper. I
var studie fokuserar vi pa progression i elevers kunskaper inom en delkomponent av omradet
tal i brakform - tal i brakform som delar av helhet, utifrdn en idé om vad elever gor. Det finns en
koppling till undervisning och uppgifter i var studie. Men, till skillnad fran forskning om HLT,
ligger vart fokus pa hur handlingar kan identifieras i elevers skriftliga I6sningar, samt beskrivas
och forstds som kvalitativt skilda nivder av begreppslig kunskap.

I tabell 1 har formdagor om tal i brakform som delar av helhet, identifierade i tidigare forskning,
beskrivits i form av handlingar och handlingskategorier. Detta utgor ett ramverk som har an-
vants vid analyser i studien. Formagorna ar uppdelade i tvd handlingskategorier: identifiera och
anvdnda. Vi har sedan identifierat tva handlingar for varje handlingskategori, handlingar som
eleverna manifesterar nar de identifierar respektive anvander sig av de egenskaper och principer
som tidigare forskning har identifierat som viktig for forstaelsen av tal i brakform som delar av
helhet. Kategorin identifiera har delats upp i handlingarna Urskilja egenskaper och principer
och Urskilja relationer mellan begrepp och dess representationer Kategorin anvanda har delats
upp i handlingarna Anvanda och vaxla mellan representationer och Anvanda egenskaper, prin-
ciper och relationer mellan begrepp for att manipulera och/eller skapa nya objekt.

[ tabell 1 aterfinns beskrivningar av fiktiva handlingar @mnade att underlatta forstdelsen for
respektive handling. De fiktiva handlingarna har alla identifierats i studien.
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Tabell 1
Ramverk for begreppslig kunskap om tal i brékform som delar av helhet

Handlingskategorier Handlingar Beskrivning av handlingen
Urskilja egenskaper och Robin kan urskilja delarna som delar av en
principer helhet
Robin kan urskilja att delarna mdste vara
lika stora samt att alla delarna tillsammans
Identifiera utgor en helhet. Hen kan urskilja att
antalet delar som behdvs for att skapa en
helhet dr beroende av vilken typ av delar
man valt.
Urskilja relationer mellan Robin kan identifiera olika representationer
begrepp och dess av tal i brdkform med samma virde
representationer.
Anvanda och véxla mellan Robin kan vixla mellan att representera en
representationer. tredjedel symboliskt och att grafiskt visa en
tredjedel i relation till en helhet. Robins
tredjedelar har samma storlek i grafiska
representationer
Anvanda
Anvianda egenskaper, principer Robin kan tolka relationen mellan olika
och relationer mellan begrepp brdkdelar (se att de har samma
for att manipulera och/eller vdrde/storlek) och kan relatera dessa till
skapa nya objekt respektive helhet. Robin kan skapa
helheterna vilket gér det méjligt att jamfora
dem.

Not. Ramverket beskriver handlingar och handlingskategorier, identifierade i tidigare forskning, samt beskriv-
ningar av fiktiva handlingar.

Metod

Studiens kontext
Syftet med den studie som redovisas i denna artikel var att utveckla empiriskt grundad kunskap
om elevers progression inom begreppslig kunskap om tal i brakform. I studien analyserades 165
skriftliga 16sningar pa tvd matematiska problem, fran fyra klasser i drskurserna 2 (en klass med
21 elever), 5 (tva klasser med 24 respektive 25 elever) och 8 (en klass med 28 elever). Lsningarna
ar hamtade fran ett ettarigt ULF-projekt? (som involverade tva forskare i matematikdidaktik och
fyra matematiklarare fran fyra olika svenska grundskolor. En larare undervisade som klasslarare
i arskurs 2, tvd som klasslarare i arskurs 5 och en som matematiklarare i drskurserna 7-9 (endast
elevernai en av lararens klasser i arskurs 8 deltog i studien). Skolorna har blandade upptagnings-
omraden och tva ar centralt belagna F-6-skolor i en stérre svensk kommun, en &r en centralt
beldgen F-9-skola i samma kommun och en skola ar en F-6-skola pa landsbygden.

Malet for projektet var att designa undervisningsaktiviteter som skulle utveckla elevernas be-
greppsliga formdga. Inom projektet konstruerades, testades och utvarderades lektionssekvenser,

3 ULF star for utbildning, larande, forskning. Projektet med namnet Foérbdttrad matematikundervisning utifran
begreppsformaga - utveckling av undervisningsaktiviteter som leder till 6kad begreppsférmaga hos svenska
elever var en del av Orebro ULF p& Orebro universitet.
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lektioner, lektionsaktiviteter och matematiska problem. Lararna som deltog i projektet tillfraga-
des utifran att de tidigare hade deltagit i matematikinriktade aktiviteter anordnade av forskar-
nas ldrosate. Studien som presenteras i denna artikel ar en delstudie i projektet och artikeln ar
skriven av tva av projektets larare tillsammans med de tva forskarna.

Matematiska problemuppgifter i studien

Ett fortest genomfordes i samtliga klasser, inom omradet tal i brakform. Det visade att elever
hade lattare att l6sa matematikuppgifter typiska for laromedel, exempelvis “farglagg halften
av figuren”, an uppgifter som de inte vanligen stdter pa, exempelvis “gdr det att dela in en ore-
gelbunden figur i tva halvor? Motivera ditt svar”. Vi konceptualiserade den forstnimnda som
typuppgift och den sistndmnda som atypisk matematikuppgift. Ett mal ndr nya uppgifter skulle
konstrueras var darfor att konstruera atypiska uppgifter, som i sd stor utstrackning som mojligt
skulle uppfattas av eleverna som problemlésningsuppgifter (jfr Jader m.fl., 2020, for kriterier for
en problemlosningsuppgift som ger utrymme for kreativa matematiska resonemang).

[ studien granskades elevlosningar fran fem atypiska matematikuppgifter. I uppgifterna fick
eleverna avgora vad som var mest, storst och langst, baserat pa att de fick veta att tva olika
brdkdelar - till exempel 1/2 och 1/3 av tva olika helheter — utgér samma mangd eller har samma
storlek, volym eller langd. Gemensamt for de fem uppgifterna var att helheterna som talen re-
laterade till var olika, men de varierade, utifrdn huruvida mangd, storlek, volym och langd var
given eller inte (se bilaga 1).

Denna artikel behandlar elevlgsningar fran tvd av de fem ovannamnda matematikuppgifterna:

1. Iklass 4a har 2/5 av klassen ett husdjur. I 4b har 1/3 husdjur. Det finns lika manga
elever som har husdjur i bada klasserna. I vilken klass gar det flest elever?

2. P4 ett kalas finns tva olika stora kannor saft. Efter en stund innehdller kannorna lika
mycket saft. I den gula ar det da kvar 3/5 och i den réda 3/4. I vilken kanna fanns det
mest saft fran borjan?

Malet med uppgifterna var att eleverna skulle kunna se att till exempel 2/5 av en méangd ar lika
manga, eller lika mycket, som 1/3 av en annan mangd. Utifran det skulle de kunna rdakna fram
hur helheterna for respektive andel sdg ut och dirmed kunna jamféra dessa.

Ett sdtt att l6sa den hdr typen av problem ar att vdlja en mangd eller ett matt som ar lika. I
uppgift 1 kan vi vdlja ett antal elever som har husdjur. Om vi utgdr ifran att det finns 10 elever
med husdjur i bada klasserna da ar 2/5 = 10 elever med husdjur i 4a, samtidigt som 1/3 = 10 elever
med husdjur i 4b. Om 2/5 av klassen motsvarar 10 elever i klass 4a sa motsvarar 1/5 av klassen 5
elever. Alla elever i klassen motsvarar 5/5 alltsa finns det 25 elever i klass 4a. I klass 4b motsvarar
dd 1/3 av klassen 10 elever och hela klassen (det vill sdga 3/3) bestar da av 30 elever.

Uppgift 2 kan 16sas pa motsvarande sdtt genom att vi "hittar pd” eller "valjer” att det ar 12 dl
kvaribdda saftkannorna. Om 12 dl motsvarar 3/5 av saften i den gula kannan sad motsvarar1/5da
4 dl och foljaktligen 5/5 av kannan 20 dl. I den réda saftkannan leder motsvarande resonemang
till att 3/4 av saften motsvarar 12 dl vilket innebar att 1/4 motsvarar 4 dl. Hela kannan, eller 4/4,
motsvarar dd 16 dl saft.
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Datainsamling

For att besvara fragestallningen "Hur kan en mojlig kunskapsprogression, som identifieras ge-
nom elevers skriftliga 16sningar, beskrivas nar det galler tal i brakform som delar av helhet?”,
har empiriska data, i form av skriftliga elevlosningar, samlats in och analyserats. Data utgors av
165 skriftliga elevlosningar fran tva matematikuppgifter, 89 for uppgift 1 och 76 for uppgift 2,
fran fyra klasser (en i arskurs 2, tva klasser i arskurs 5 och en i drskurs 8). Projektets deltagare
har gemensamt konstruerat uppgifterna. Samtliga uppgifter anvandes i alla drskurser, men i
klassrummet varierade det huruvida uppgiften presenterades skriftligt (arskurs 5 och 8) eller
muntligt och konkret (arskurs 2) for att anpassas till elevernas olika dldrar.

De fyra lararna i studien hade, pd olika sdtt i samtal med eleverna, sdkerstallt att eleverna i
samtliga klasser hade forstdtt problemformuleringen. Eleverna i samtliga klasser hade vid lektio-
nerna tillgang till praktiskt material som exempelvis klossar, snéren och pappersremsor. Prak-
tiskt material anvandes i storre utstrackning i drskurs 2 och 5 dn i arskurs 8. De elevlosningar
som analyserades i studien kommer fran elever, vars vardnadshavare gett projektet tillstand att
samla in skriftligt material. Det innebdr att majoriteten av elevernas l6sningar kunde analyseras
i de fyra klasserna (alla 16sningar samlades in for att alla elever skulle behandlas lika). Utdver
medgivande fanns inget 6vrigt urval.

Analys av data

Elevlosningarna analyserades i tvd steg. I det forsta steget analyserades uppgift for uppgift, upp-
delade utifran vilken uppgift som 16sningen horde till. I det andra steget syntetiserades monster
for elevers begreppsliga kunskap som var synliga mellan elevuppgifterna. Studiens tvd analys-
steg foljer huvudsakligen Braun och Clarkes (2012) beskrivning av tematisk analys, som genom-
fors i sex faser; Steg 1 - Fas 1: Bekanta sig med materialet, Fas 2: Kodning av materialet och Fas 3:
Gruppering av l6sningar utifran kodning, Steg 2 - Fas 4: Jamforelse av grupper av 16sningar mel-
lan uppgifter och Fas 5: Namngivning och beskrivning av teman (se tabell 2). Analysmetodens
steg och faser ar sammanfattade i tabell 2.

Tabell 2
Sammanfattning av de olika stegen i analysprocessen

Studiens analyssteg Braun & Clarkes faser och hur vi arbetat med dessa

Steg 11 analys av e Fas1: Bekanta oss med materialet - titta pd alla 16sningar

elevlosningar uppgift for och bilda oss en uppfattning om dem. Indelning i tva

uppygift grupper: 1. endast svar eller 2. svar med tillhérande
16sning

e Fas 2: Kodning av materialet - utifrdn ramverket notera
vilka handlingar respektive 16sning visar

e Fas 3: Gruppering av l6sningar utifrdn kodning, uppgift
for uppgift.

Steg 2: syntes av monster i
elevers begreppsliga
kunskap mellan uppgifter

Fas 4: Jamforelse av grupper av l6sningar mellan
uppgifter — skapande och revidering av teman
Fas 5: Namngivning och beskrivning av teman

Not. Stegen ar utvecklade fran Braun och Clarkes (2012) sex faser.
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I den forsta fasen i analysen bekantade vi oss med materialet genom att 6verskadligt titta pa
l6sningarna, och darefter grupperades 16sningarna grovt utifrdn om eleverna enbart skrivit svar
eller om det bade fanns svar och 16sning. Elevlgsningar som endast inneholl svar togs inte med
i den fortsatta analysen.

[ fas 2 kodades sedan elevlgsningarna utifran handlingar som har identifierats i tidigare forsk-
ning och som presenteras i tabell 1; urskilja egenskaper och principer, urskilja relationer mellan
begrepp och dess representationer, anvanda och vaxla mellan representationer samt anvanda
egenskaper, principer och relationer mellan begrepp for att manipulera och eller skapa nya ob-
jekt. I fas 3 grupperades l6sningarna utifran de handlingar som identifierats i fas 2.

I ndsta steg av analysen inledde vi med fas 4 dar de grupper av elevlésningar som identifierats
i fas 3 jamfordes forst uppgift for uppgift utifran respektive handling och sedan dnnu en gang
utifran handling, men denna gang mellan uppgifter. Pa sa satt identifierades distinkt skilda ni-
vder inom varje handling, baserat pa likheter och skillnader mellan 16sningarna. I fas 5 jamfor-
des sedan forst vilka principer och egenskaper som l6sningarna indikerade att eleverna pa olika
nivder hade urskilt, darefter vilka relationer och representationer de hade urskilt och om, och i
sa fall hur, de hade anvant sig av det de hade urskilt. Vi kunde genom denna analys beskriva vad
som kdnnetecknade respektive grupp av l16sningar for respektive handling. Dessa beskrivningar
aterfinns i kolumnen langst till hoger i tabell 3.

Handlingarna som manifesterades i l6sningarna pd den forsta nivan liknade varandra, obe-
roende av typ av handling. Detsamma gallde for 6vriga tre nivder. Nivdbeskrivningarna kunde
darfor syntetiseras till fyra distinkt skilda grupper av elevlésningar, dar eleverna genom sina
l6sningar visade olika niva av begreppslig kunskap om tal i brakform som delar av helhet.

Dessa grupper av l6sningar namngavs for att beskriva de handlingar som var aktuella i respek-
tive grupp, och utgor resultatens fyra teman:

* Grupp 1: Elever som skapar representationer
* Grupp 2: Elever som skapar representationer och jamfor

+ Grupp 3: Elever som skapar representationer, jamfor och relaterar till olika helheter
genom att anta ett givet varde

* Grupp 4: Elever som skapar representationer, jamfor och relaterar till olika helheter
utan att anta ett givet varde.

Mellan dessa grupper dterfinns en progression i handlingar, som uttrycker begreppslig kunskap
om tal i brakform som delar av helhet.

Det ar en utmaning att utifrdn skriftlig kommunikation identifiera elevers kunskaper, efter-
som det alltid kraver ett visst matt av tolkning av vilken kunskap som eleven har kommunice-
rat. I hela analysarbetet har artikelns forfattare arbetat tillsammans och, genom diskussioner
utifran elevlosningarna, kodat, tematiserat och beskrivit materialet. Det ser vi som en styrka da
olika tolkningar har diskuterats och perspektiverats.

Etik

Projektet granskades och godkandes av Etikprovningsmyndigheten innan genomférandet (dia-
rienummer 2022-02912-01). Det foljer Vetenskapsradets riktlinjer for god forskningssed (2017).
Bade eleverna och deras vardnadshavare informerades skriftligt och muntligt om projektets
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syfte och utformning. Skriftliga godkdnnanden att delta i projektet samlades in bade fran elever
och vardnadshavare. Elevlsningar har endast samlats in frdn elever dar bade elev och vardnads-
havare gett sitt medgivande att delta i studien. Alla elevlosningar som innehaller personuppgif-
ter pseudonymiserades av ansvarig ldarare, innan 6vriga deltagare fick tillgang till dem. For att
undvika att handstil ska kunna kdnnas igen har samtliga texter i elevlésningarna skrivits om av
artikelns forfattare. Data fran studien har lagrats enligt upprattad datahanteringsplan.

Resultat

Analysen av elevernas skriftliga 16sningar pa problemuppgifter om tal i brakform som delar av
helhet visade en progression i elevernas kunskap. Denna redovisas som fyra olika grupper nedan
och representerar fyra nivaer av begreppslig kunskap, dar den fjarde innehdller de 16sningar som
innebadr den mest avancerade kunskapen.

Grupp 1: Elever som skapar representationer

Elever vars l6sningar ingdr i denna grupp har tolkats som att de har paboérjat problemlosnings-
aktiviteten. Dessa elever kunde urskilja vissa egenskaper och principer for tal i brakform som
delar av helhet, som ingdr i handlingskategorin identifiera.

Figur 2
Elevi6sning 1 och 2, drskurs 5, uppgift 24

Samtliga elever i grupp 1 pabodrjade problemlésningsaktiviteten genom att rita en grafisk repre-
sentation av sitt tal i brakform, vilket elevlosningarna 1 och 2 i figur 2 visar exempel pa. I elevlos-
ning 1 och 2 illustrerar eleverna de brakdelar - 2/5 respektive 1/3 - som férekommer i uppgiften,
men utgar fran helheter (cirklar) som har samma storlek. I uppgiften ar det brakdelarna som har
samma storlek (representerar samma antal), inte helheten.

De grafiska representationerna ar genomgdende cirklar. Elever i denna grupp kunde urskilja
principen att tal i brakform utgor delar av helhet, vilket kan representeras grafiskt, liksom egen-
skapen att brakdelarna i ett och samma tal i brakform i en grafisk representation, maste vara lika
stora. De kunde dven urskilja att antalet delar som beh6vs for att skapa en helhet dr beroende av
vilken typ av delar man valt, det vill sdga att eleverna urskilde egenskapen att namnaren avgor
antalet delar i den grafiska illustrationen.

Nar det galler handlingskategorin att anvanda sina kunskaper om tal i brakform, visade elev-
erna i den har gruppen formdga att anvanda och vaxla mellan olika representationer av brakde-
lar. Det visades genom att de omsatte tal i brakform, skrivet med matematiska symboler i pro-
blemformuleringen till en grafisk representation. Det var emellertid en utmaning for eleverna i

4 Uppgift 1: I klass 4a har 2/5 av klassen ett husdjur. I 4b har 1/3 husdjur. Det finns lika manga elever som har
husdjur i bdda klasserna. I vilken klass gdr det flest elever?
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denna grupp att dra slutsatser utifran sina representationer, vilket innebar att de stannade vid
att grafiskt illustrera talen. Eleverna forsokte sig inte pa att dra en slutsats i relation till det ak-
tuella matematiska problemet.

Grupp 2: Elever som skapar representationer och jamfor

Elever vars l6sningar ingdr i denna grupp har tolkats som att de visade forstdelse for samma
principer och egenskaper i handlingskategorierna identifiera och anvdnda som grupp 1 ovan.
Men inom handlingskategorin urskilja principer visade de ocksa att de forstod att representatio-
ner av tal i brdkform kan anvandas for att jamfora brakens absoluta (snarare an relativa) storlek.

Eleverna i grupp 2 drog slutsatser om det matematiska problemet genom att gora olika typer av
jamforelser. Jamforelserna, inom handlingskategorin anvdnda, gjordes utifran att eleverna forst
hade urskilt relationen mellan del och helhet. Jamforelser av det har slaget gjordes ofta visuellt,
och eleverna anvdnde cirklar eller blockmodeller, eftersom de representerade talen grafiskt. Det
forekom dock att de ocksa nyttjade skriftsprak och symboler nar de anvande och vaxlade mellan
olika typer av representationer.

For att jamfora talens absoluta storlek jamforde eleverna hur stort falt av respektive cirkel eller
rektangel som var farglagt. Cirklarna respektive rektanglarna, som jamfordes i den har typen av
16sningar, var lika stora och representerade samma helheter det vill sdga att faltet som delades
grafiskt i brakdelar utgjorde helheten 1. Eleverna urskilde att talet behover relateras till en hel-
het, och anvande egenskaper, principer och relationer mellan begrepp for att skapa nya objekt.
Slutsatserna blev dock felaktiga i relation till problemformuleringen, eftersom storleken pa talet
relaterades till helheten 11i stallet for till olika helheter som problemformuleringarna kraver.

Denna typ av felaktig slutsats — dar talet relateras till helheten 11i stallet for olika helheter - il-
lustreras i elevlosning 3 i figur 3. I elevlosning 3 har eleven representerat talen med symboler och
block, dar blockmodellen anvédnds for att jamfora talens storlek. Eleven har ritat tva lika stora
block, dar respektive block motsvarar helheten 1. Eleven delar sedan in respektive block i efter-
fragade brakdelar (vi bortser har ifrdn att elevens ena block ser ut att representera 2/3 snarare
an 1/3). Eleven jamfor sedan storleken, utan att reflektera 6ver att det var brakdelarna 2/5 och
1/3 som enligt uppgiften skulle vara lika stora, och inte helheterna. Metoden att relatera talen
till helheten 1, oavsett vilken information som hade getts i problemformuleringen férekommer
oftare bland yngre an dldre elever i det analyserade datamaterialet.

Figur3
Elevidsning 3, drskurs 8, uppgift 1
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En annan metod for att jamfora talen inom handlingskategorin anvinda, som framst férekom-
mer bland elever i arskurs 8 i vart datamaterial, var att de anvande egenskaper, principer och re-
lationer mellan begrepp for att skapa nya objekt. Eleverna omvandlade talen, representerade med
symboler, till gemensam namnare och jamforde sedan talens storlek, men utan att relatera talen
till olika helheter. Eleverna drog slutsatsen att det tal som var storst, efter omvandling till minsta
gemensamma namnare, utgjorde svaret pa fragan. Detta illustreras i elevlosning 4 i figur 4.

Figur 4
Elevlésning 4, drskurs 8, uppgift 1

I bida metoderna - jamforelse av grafiska representationer som relaterar till helheten 1 och om-
vandling till gemensam ndamnare - ar det talens absoluta storlek som jamfors snarare an talens
relativa storlek i forhdllande till olika helheter. Denna absoluta storlek grundar sig i tanken om
att helheten ar 1.

Grupp 3: Elever som skapar representationer, jamfor och relaterar till olika helheter
genom att anta ett givet virde

Till skillnad fran elever i grupp 2 16ste elever, vars 16sningar ingar i grupp 3, uppgifterna och drog
korrekta slutsatser i relation till det matematiska problemet. Inom handlingskategorin identi-
fiera hade de urskilt de principer och egenskaper som elever i grupp 1 hade gjort, och de gjorde
liksom eleverna i grupp 2 olika typer av jamforelser. Men till skillnad fran elever i grupp 2 rela-
terade de sina tal i brakform till olika helheter, innan jamforelserna gjordes.

Eleverna i grupp 3 synliggjorde i sina losningar relationen mellan brikdelarna och de korre-
sponderande helheterna grafiskt eller symboliskt, eller bade och, sa att det framgick att helheter-
na var olika. Eleverna anvande och vaxlade mellan flera olika representationer sa som symboler,
skriftsprak och grafiska representationer i form av olika geometriska figurer och blockmodeller.

Vad gdller relationen mellan del och helhet urskilde eleverna att talen kan relatera till helheter
med olika givna varden. De urskilde ocksa principen att talen kan jamforas forst nar talen fitt en
gemensam referenspunkt i form av ett varde eller en enhet som inte behover vara 1, alternativt
ett varde pa respektive brakdel som gor att helheten ar skild fran 1. Denna princip nyttjades av
eleverna nar de anvande egenskaper, principer och relationer mellan begrepp for att skapa nya
objekt.

Eleverna i den har gruppen forstod att de kunde anta ett godtyckligt varde pa den givna brak-
delen, exempelvis en mangd, langd eller volym. Till exempel kunde en andel motsvara 5 elever, 1
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km, 5 cl eller utgora en area med ett bestamt matt. Detta varde anvande de sedan for att berakna
den korresponderande helheten i bada talen genom att multiplicera vardet med antalet brik-
delar i respektive tal. Darefter kunde de tva olika helheterna jamforas, och eleverna kunde dra
slutsatser om det givna matematiska problemet. Detta gjorde att jamforelserna blev korrekta.

Elevlosning 5 i figur 5, ar ett exempel pa en elev som antog ett godtyckligt varde, som den se-
dan anvande for att gora berdkningar. I 16sningen kombinerade eleven en grafisk representation
av talen med en symbolisk, men anvdande huvudsakligen symboler for att gora jamforelser som
16ste problemet. Eleven antog att den mangd som dr gemensam dr 15 cl. Elevlosning 5 visar ocksa
att eleven forstar att detta varde ar godtyckligt, da eleven skriver "tex 15 cl”. Darefter beraknades
vad varje brdkdel var vard, i detta fall 5 cl, eftersom tre fyllda delar tillsammans innehaller 15 cl.
Slutligen multiplicerades respektive brakdel med antalet brakdelar i varje helhet. Eleven kom da
fram till att helheten i den réda kannan som bestar av fjardedelar, behover vara 4 x 5 cl = 20 cl,
vilket 4r mindre dn innehadllet i den gula kannan. I 16sningen ar det inte synligt om eleven gjort
berdkningen 5 x 5 cl = 25 cl for att dra slutsatsen att 25 cl &r mer an 20 cl.

Figur s

Elevidsning s, arskurs 8, uppgift 25

Grupp 4: Elever som skapar representationer, jdmfor och relaterar till olika helheter
utan att anta ett givet virde
Elever, vars l6sningar ingar i grupp 4, urskilde samma principer och egenskaper som elever i
grupp 3 urskilde. Daremot hade de inom handlingskategorin identifiera ocksa urskilt att tal i
brakform har proportionella egenskaper och principen och att brakdelarna kan relatera till vilka
varden eller enheter som helst och dnda jamforas. I relationen mellan del och helhet urskilde
eleverna att talen kan relatera till olika helheter utan att ge helheten ett egenbestimt men givet
varde.

Detta medfor, i handlingskategorin anvdnda, att ndr eleverna som tillhor grupp 4 anviande
egenskaper, principer och relationer mellan begrepp for att skapa nya objekt, l6ste de uppgifter

5 Uppgift 2: P4 ett kalas finns tva olika stora kannor saft. Efter en stund innehaller kannorna lika mycket saft. I
den gula ar det da kvar 3/5 och i den roda 3/4. I vilken kanna fanns det mest saft fran borjan?
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utan att behova relatera helheten till en specifik mangd, langd eller volym som de sjdlva hade
bestamt. [ stdllet forde eleverna resonemang om relationen mellan brakdelarna och deras kor-
responderande helheter med hjalp av grafiska representationer. I dessa elevlosningar antogs inga
varden for att berakna brakdelarnas relativa storlek, utan i stdllet fordes generella resonemang
baserade pd talens proportionella egenskaper. Relationen mellan de tva talen ar proportionell
i betydelsen att de brakdelar som har samma storlek kan manipuleras utifran ett ett-till-ett-
forhdllande. Det fanns forstdelse for denna relation och dess oberoende av absolut storlek. Det
gjorde det mojligt for eleverna att dra slutsatser om de tva helheter som korresponderar med
brdkdelarna. Eleverna i denna grupp anvande sig huvudsakligen av symboler och grafiska repre-
sentationer (blockmodeller).

I elevlosning 6 i figur 6, visade eleven forst med symboler och grafiska representationer vilka
brakdelar som &r aktuella. Genom blockmodellen med farglagda gula rutor visade eleven att 3/4
och 3/5 var lika mycket, dd dessa hade getts samma storlek i bada blocken. Det var tre brakdelar
i bada exemplen, och eftersom det ar samma mangd saft kan eleven dra slutsatsen att det kravs
ytterligare tvd femtedelar for att skapa en helhet i det 6vre blocket, medan det endast kravs yt-
terligare en fjardedel for att skapa helheten i det nedre blocket. Harifran drog eleven slutsatsen
att figuren med femtedelar utgjorde en storre figur som helhet dn fjardedelarna, vilket betyder
att det ar den storre av de tva saftkannorna. Ingenstans i l6sningen hade eleven angett ett varde
pa delarna eller helheten, utan forde i stallet ett generellt resonemang om hur brdkdelarna for-
haller sig till varandra och respektive helhet.

Figur 6
Eleviosning 6, drskurs 5, uppgift 2

Not. Av texten kan utlasas att eleven har blandat ihop vilken av saftkannorna som innehdll respektive méngd,
det vill sdga den kanna som var rod i uppgiften blir gul i elevens beskrivning och tvartom. Det paverkar dock
inte elevens resonemang.

Sammanfattning av kunskapsprogression om tal i brakform som delar av helhet
[ tabell 3 sammanfattas resultatet. Den identifierade kunskapsprogressionen presenteras mellan
grupperna av elever, som befinner sig pa respektive niva, i relation till respektive handling.
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Tabell 3

Sammanfattning av progression mellan de fyra grupperna i relation till olika handlingar

Handlings-
kategorier

Handlingar

Progression

Identifiera

Urskilja egenskaper
och principer

Grupp 1

Urskiljer:
- att brakdelar behéver vara lika stora
- att antalet delar i en grafisk illustration dr beroende av ndmnaren i talet.

Grupp 2

Urskiljer det grupp 1 urskiljer, och:
- att tal i brdkform utgér delar av en helhet som kan representeras grafiskt.
- att tal i bradkform behover relateras till en helhet, relaterar till helheten 1
- att representationen kan anviandas for att jamfora talens absoluta (snarare dn relativa) storlek.

Grupp 3

Urskiljer det elever i grupp 1 och 2 urskiljer, och:
- att talens storlek kan relateras till olika helheter.

ett varde eller en enhet.
Grupp 4

Urskiljer det elever i grupp 3 urskiljer, och:
- talets proportionella egenskaper.
- att helheterna kan ges vilka vdrden eller enheter som helst och dnda jamforas.

Urskilja relationer
mellan begrepp och
dess
representationer

Grupp 1
Urskiljer:
- grafiska och symboliska representationer av samma tal i brakform

Grupp 2
Urskiljer det som elever i grupp 1 urskiljer, och:
- relationen mellan del och helheten 1

Grupp 3
Urskiljer:
- flera olika representationer av samma tal i brékform
- relationen mellan del och en helhet med olika méjliga varden

Grupp 4
Urskiljer:
- flera olika representationer av samma tal i brékform
- relationen mellan del och helhet utan givet varde

Anvinda

Anvdnda och vixla
mellan
representationer.

Grupp 1
- Oversitter symboliska representationer till grafiska.
- Anvander cirklar for att representera tal i brakform grafiskt.

Grupp 2
- Anvander och véxlar mellan flera olika representationer for att 16sa problem.
- Anvander cirklar och/eller blockmodeller for att representera tal i brakform grafiskt.

Grupp 3
- Anvander och véxlar mellan flera olika representationer for att 16sa uppgifter.
- Anvander olika geometriska figurer och/eller blockmodeller for att representera tal i brakform

Grupp 4
- Anvander och véxlar huvudsakligen mellan symboler och grafiska representationer
- Anvander huvudsakligen blockmodeller och matematiska symboler som representationer

Anvidnda
egenskaper,
principer och
relationer mellan
begrepp for att
manipulera och/ell
skapa nya objekt

Grupp 1
- Jamf6r inte relationer mellan objekt.

Grupp 2
- Jamfor olika tal i brdkform genom att forst relatera dem till helheten 1.

Grupp 3

er dessa varden for att gora berakningar for att svara pa fragan.

Grupp 4
- Jamfor olika tal i brakform utifran generella principer

86

- att olika helheter och dess delar kan jamfors sa linge en gemensam referenspunkt pekats ut eller skapats i form av

- jamfor olika tal i brakform genom att relatera dem till ett eget valt varde tex. antal/mingd/lingd/volym. Anvander
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Diskussion

Trots att forskning om matematikundervisning lange har féresprdakat undervisning som skapar
mojligheter for eleverna att utveckla begreppslig kunskap (de Jong & Ferguson-Hessler, 1996;
Kazemi & Stipek, 2001; Star & Stylianides, 2013), ar det vanligt att larare har olika uppfattningar
av vad begreppslig kunskap ar (Richland m.fl., 2012). Denna varierande kunskapsnivd, menar
Richland med flera (2012), leder till att manga ldrare far svart att designa och bedriva undervis-
ning som syftar till att utveckla elevers begreppsliga kunskap.

Studiens syfte var att utveckla empiriskt grundad kunskap om hur elevers progression inom
begreppslig kunskap kan se ut, nar det gdller tal i brakform som delar av helhet. Utifran detta
syfte ar en viktig aspekt av studiens analys att den bygger pa elevers losningar av uppgifter, som
inte ar typiska for svensk undervisning om tal i brakform. Uppgifterna i studien kraver nagot
mer dn att eleverna valjer och tillampar en procedur, vilket ar det mest typiska. Dessa atypiska
uppgifter skapar en situation dar fragor kan stallas om i vilken utstrackning den begreppsliga
kunskap som eleverna visar upp ar beroende av att de moter uppgifter de inte kdnner igen.
Snarare dn att minska tillforlitligheten i beskrivningen av progressionen, menar vi dock att det
var de atypiska uppgifterna som gjorde det mojligt att 6verhuvudtaget identifiera elevernas be-
greppsliga kunskap i skriftliga l6sningar. Crooks och Alibalis (2014) beskrivningar av forskning-
ens olika definitioner av begreppslig kunskap, bygger alla pa ndgot som ligger bortom elevers val
och tillaimpade av bekanta procedurer. Det innebar att det ar forst nar eleverna stalls infor nagot
annat an de vanliga uppgifterna som deras begreppsliga kunskap blir synlig (se till exempel Ja-
der & Johansson, 2025).

Resultatet beskriver en kunskapsprogression om tal i brakform som delar av helhet. Resultatet
visar att de elever som befann sig pa en niva for en handling, ocksad befann sig pa samma niva
for andra handlingar. Utifrdn detta kan tre progressionslinjer utldsas som ror

1. elevers flexibilitet i tillvagagangssatt
2. relationen mellan delarna och helheten

3. representationer av tal i brakform

Resultatdiskussionen ar strukturerad utifran de tre progressionslinjerna.

1. Flexibilitet i tillvigagdngssditt

Resultatet beskriver fyra olika grupper av l6sningar. Dessa grupper anvands for att illustrera den
progression i begreppslig kunskap som har identifierats i studien. Grupperna kan sagas repre-
sentera en utveckling av tillvigagangssdtt, som gar fran anvandning av enbart procedurer till en
kombination av procedurella metoder och begreppslig kunskap. Elever vars 16sningar aterfinns
i ndgon av de forsta tva grupperna tog sig an problemuppgifterna genom att leta efter nidgot de
kande igen, en egenskap eller procedur de kunde efterlikna. Utifrdn sina tidigare erfarenheter
skapade de representationer eller skapade representationer och jamférde dessa som ett forsta
steg. Harifran kom de emellertid inte vidare. Eleverna har sannolikt inte stallts infor atypiska
matematikuppgifter dar brakdelar av olika storlek ska jamforas eller manipuleras pa nagot satt.
Elever i grupp 1 och 2 verkar da sakna eller ha otillrackliga strategier eller procedurer for att l6sa
uppgifterna.

Det vi utifran var data kan dra slutsatser om dr att eleverna, som endast skapade en represen-
tation, stannade i handlingskategorin identifiera, och hade svart att anvanda sina kunskaper
om tal i brdkform i nya situationer. Elever som skapade representationer och jamforde dessa,
gjorde ansatser till att anvdnda sina kunskaper om tal i brakform. Men dven dessa elever tog sig
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an uppgifterna procedurellt och letade efter strategier som de kande igen, till exempel att gora
om talen till brakform med en gemensam ndmnare eller jamfora arean av de fargade cirkelsek-
torerna. Tendensen att arbeta procedurellt som en ingdng till uppgiften ar i sig inte ett tecken
pd att det inte skulle handla om begreppslig kunskap. Som Star (2007) har argumenterat for, ar
det svart att helt skilja procedurell kunskap fran begreppslig kunskap. Det finns, utifran hur vi
har analyserat elevernas losningar, flera tecken pa att elever urskilde principer (jfr Crooks och
Alibalis, 2014, General Principle Knowledge) som de sedan anvdnde, &ven om de med dessa inte
kom sa langt som man skulle 6nska.

Elever som skapade representationer, jamforde och relaterade till olika helheter (med eller
utan givet varde) tog sig i mindre utstrackning dn &vriga elever an uppgifterna procedurellt.
Detta visas exempelvis genom att de kunde relatera tal i brakform till olika helheter, som de
sjdlva valde utifran uppgiftens kontext, eller utan att ge helheterna ett varde. Nar elever i studien
kombinerade procedurella tillvigagangssatt med sin begreppsliga kunskap ledde det till att de
stallde effektiva fragor. Da blev resonemangen ocksa mer korrekta och metoderna som anvandes
mer generellt gdngbara.

2.Relationen mellan delarna och helheten

For att forsta tal i brakform behover elever forsta att brakdelarna i talet relaterar till en helhet
(Charalambous & Pitta-Panzi, 2007). Eleverna i grupp 1, som skapade representationer, hade
urskilt att brakdelarna behover vara lika stora. Men de relaterade inte brdkdelarna till en helhet,
och kom darfor inte vidare i uppgiftslosningen. Liksom Strother och medforfattare (2016) pavi-
sade i sin studie, visade var studie att, for de elever som skapade representationer och jamforde,
blev en annan helhet dn 1 till ett bekymmer for dem. Det ar tydligt att dessa elever antog 1 som
helheten, till vilket brikdelen ska relateras. Att farglagga en av tre cirkelsektorer innebar att
eleverna har farglagt 1/3 av helheten 1. Detta racker emellertid inte i dessa atypiska matematik-
uppgifter, dir uppgifterna bygger pa principen att brakdelar inte har ndgra egna varden. I stallet
relaterar de till helhetens varde, som i dessa uppgifter inte ar 1.

Eleverna verkade sakna kunskap bade inom General Principle Knowledge, Connection Know-
ledge och Symbol Knowledge. Eleverna i grupp 3, som skapade representationer, jamférde och
relaterade dessa till olika helheter, verkar daremot ha forstdtt att, aven om den grafiska repre-
sentationen ar en till antalet (en cirkel, en rektangel, ett block), kan denna enhet representera
en storre mangd, langd eller volym. En rektangel kan motsvara 20 cl eller 25 klasskamrater, dven
om rektangeln dr en till antalet. De elever vars l6sningar ingar i grupp 3 valjer ldmpliga enheter
som gor det mojligt att sitta ihop helheter, utover att pa egen hand tilldela delarna enheter. De
forstar att de kan ta vilket varde som helst och de valjer da ett som &r latt att arbeta med.

I grupp 4 for eleverna samma resonemang som eleverna i grupp 3 men utan att anta varden
pa de olika brakdelarna. I stéllet for dessa elever resonemang med hjilp av brakdelarnas pro-
portionella egenskaper. Det ar kanske det mest typiska exemplet i studien pa det som benamns
Knowledge of Principles Underlying Procedures, det vill saga kunskap om de matematiska prin-
ciper som ligger till grund for olika procedurer. Har utgar eleverna fran att relationerna mellan
de olika helheterna och dess delar ar proportionella, det vill sdiga om man skalar upp figuren i
storlek eller sdtter ett storre varde pa helheten, s bevaras relationerna mellan delarna. Eleverna
i grupp 4 ger uttryck for att de ocksa forstod att de kan valja vilket varde som helst, sa lange de
skalar upp pa samma satt i sina tva helheter. Eftersom proportionerna bestdr kunde eleverna ut-
tala sig om sambandet mellan tva helheter, oavsett om helheterna motsvaras av 30 eller 300, och
oavsett om storheten ar volym eller antal. Resonemanget kunde forldngas, sd att eleverna inte be-
hovde nagon enhet utan kunde resonera pa ett generellt plan i termer av lika, storre eller mindre.
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3. Representationer av tal i brakform

En annan viktig aspekt for att forsta och kunna anvanda tal i brakform ar formagan att urskilja,
anvanda och vaxla mellan olika representationer av tal i brakform (Yetim & Alkan, 2013). Det
galler exempelvis grafiska modeller, matematiska symboler, skriftsprak, konkret material och
verkliga handelser (jfr Behr m.fl., 1992). Ahl och Helenius (2021) har identifierat en bristande va-
riation av representationsformer av tal i brakform i svenska laromedel. De menar att det, oavsett
arskurs, finns en Gverrepresentation av grafiska representationer av tal i brakform. Med tanke
pa detta ar det foga forvanande att samtliga elever i studien anvande grafiska representationer
i sina l6sningar av uppgifterna.

Av resultatet av denna studie framgar dock en skillnad i vilken typ av grafiska representationer
som eleverna anvande. Strother och medforfattare (2016) menar att blockmodeller och tallinjer
okar elevernas mojlighet att jamfora brakdelar. Daremot riskerar godtyckliga geometriska figu-
rer eller uppsattningar av foremal att leda till missforstand och felaktiga berakningar och jam-
forelser av tal i brakform hos eleverna. I elevsvaren i var studie forekom ofta cirklar som repre-
sentation, men bland de elever som inte kom vidare i problemlosningen anvandes uteslutande
cirklar som representationsform. Detta kan tolkas som att eleverna har bade Symbol Knowledge
och Connection Knowledge, men att dessa ar begransade och att denna begransning ar en av de
faktorer som hindrar eleverna fran att komma vidare.

Elever i 6vriga grupper anvdande ocksa blockmodeller och de elever som forde generella re-
sonemang gjorde oftast det med hjilp av blockmodeller. Utifran resultatet kan vi inte sia om
huruvida eleverna som stannade vid att skapa representationer hade kunnat l6sa uppgifterna
om de hade anvant blockmodeller. Resultatet tyder andd pa att blockmodellen ar en lamplig
representation for att ta sig an atypiska uppgifter av det slag som eleverna motte i denna studie.

Studiens teoretiska betydelse

Studien ger tva teoretiska bidrag, dels en sammanstallning av handlingskategorier och hand-
lingar som har identifierats genom tidigare forskning (se tabell 2), dels de empiriskt grundade
progressionsnivderna som relaterar till tidigare forskning (se tabell 3). Inf6r studiens genomfor-
ande sammanstdlldes tidigare forskning om vad begreppslig kunskap inom brdk kan vara. De
sex typerna av begreppslig kunskap som Crooks och Alibali (2014) har presenterat och som lag
till grund for den sammanstdllning som dterfinns i tabell 2, utgjorde en viktig utgangspunkt
for bade ramverket och analysen av studiens elevlosningar. Utifrdn studiens resultat — det vill
saga de handlingar som har identifierats i elevernas skriftliga 16sningar — har empiriskt grun-
dade beskrivningar av hur kunskapsprogression kan se ut inom respektive handling adderats
till tidigare forskning. Ramverken kan anvandas dels for att forsta vad begreppslig kunskap kan
innebdra, dels som teoretisk utgangspunkt i vidare forskning dar elevers begreppsformdga ana-
lyseras for andra matematiska omraden.

Studiens didaktiska betydelse

Empiriskt grundade beskrivningar av hur progression kan se ut inom ett visst kunskapsomrade
kan anvdndas bade i framtida forskning och som underlag for planering av undervisning och
bedémning av elevers niva (Ball, 2007; Schoenfeld, 2014; Safstrom, 2017). Studiens resultat ar
ett exempel pa en sddan beskrivning av kunskapsprogression, nar det galler tal i brakform som
delar av helhet. Kunskapsprogressionen bygger pa att vi ser kunskapen som begreppslig och som
manifesteras och darmed blir synlig i handlingar. De progressionslinjer och de nivagruppering-
ar som aterfinns i studien kan vigleda larare, bade i planering och analys av undervisningen och
for att ge formativ feedback om tal i brakform (jfr Ball, 2007; Schoenfeld, 2014; Safstrém, 2017).
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Resultatet i studien pavisar en progression i kunskap nar det galler tal i brakform som delar av
helhet. Det kan jamforas med vad exempelvis Steffe (2001, 2010) bendamner som hypothetical
learning trajectories for samma begrepp, men som inte har en konstruktivistisk utgdngspunkt.

Var studie har dels fokuserat pa vad som ar observerbart i elevernas skriftliga 16sningar, dels
pa vad som skiljer de observerbara handlingarna dt. Detta gor vi utan att koppla dessa till elevers
mer omfattande kognitiva scheman, som ocksd kopplar samman tal i brakform med andra
ndrliggande begrepp fran till exempel aritmetik eller geometri. Beskrivningarna for respektive
grupp, sammanfattade i tabell 3, skulle kunna hjalpa larare att identifiera vilka handlingar som
ar aktuella for eleverna, vilka handlingar eleverna manifesterar i sina 16sningar och vilka hand-
lingar som kan vara aktuella i ndsta steg, i undervisningen saval som for enskilda elever.

I detta sammanhang ar det vart att notera att de grupper av elevlosningar som har bedomts
vara pd niva for en handling i analysen, visade sig ocksa vara pa samma niva fér andra hand-
lingar. En sammanslagning av handlingar kan underlétta vid planering av undervisning som
syftar till att mojliggora for elever att ta sig till ndsta niva.

Fortsatt forskning

Var studie ger exempel pd hur progression i elevers begreppsliga kunskap kan beskrivas for ett
specifikt matematikomrade. Fokus har legat pa elevers handlingar, sdsom till exempel identifiera
eller anvéinda. Utifran resultatet vacks nya fragor om bade progression i begreppslig kunskap
inom andra matematiska omraden, och om begreppslig kunskap i form av handlingar. Fortsatta
studier inom andra matematiska omrdden skulle kunna ge vardefulla kunskapsbidrag nar det
galler elevers specifika amneskunnande i matematik, medan studier med fokus pa andra satt
att identifiera progression skulle kunna ge vardefulla insikter om hur begreppslig kunskap kan
definieras, upptackas och kategoriseras. Handlingskategorin resonera, som valdes bort i denna
studie, ar ocksa vard att uppmarksammas i framtida studier, dar ljuset riktas mot elevers majlig-
heter att uttrycka matematiska resonemang i skriftliga 16sningar.

Tack

Studien ar genomf6rd som en del av ett ULF-projekt. Specifikt handlar delprojektet om forbatt-
rad matematikundervisning utifran begreppsformaga - utveckling av undervisningsaktiviteter
som leder till 6kad begreppsformaga hos svenska elever. Projektet ir finansierat av ULF Orebro
samt av deltagande larares huvudman. Forfattarna riktar ett stort tack till dessa. Forfattarna vill
ocksa rikta ett stort tack till de elever som har medverkat i projektet.
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Bilaga 1
De fem atypiska matematikuppgifter som eleverna i projektet fick arbeta med

Nar Ilda kommer till
hallplatsen har hon avverkat
Y2 av sin skolvag. Nar Carl
kommer dit har han avverkat
2/3. De aker med samma buss
till skolan. Vem av dem har
langst skolvag?

Nar Ida har atit 2/5 av sin
chokladkaka och Carl har atit
en ¥ av sin da har de bada 50

g kvar. Vilken av dem har

storst chokladkaka fran
borjan?

Pa ett kalas finns tva olika
stora kannor saft. Efter en
stund innehaller kannorna lika

| klass 4a har 2/5 av klassen
ett husdjur. 1 4b har 1/3
husdjur. Det finns lika manga
husdjur i bada klasserna. |
vilken klass gar det flest
elever?

mycket saft. | den gula ar det
da kvar 3/5 och i den roda %a. |
vilken kanna fanns det mest
saft fran borjan?

Pappa Kent tankar for 2/3 av
sina pengar. Nar han har
tankat har han 80 kr kvar. Hur
mycket pengar hade han fran
borjan?
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