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Sammanfattning

I den hdr artikeln beskrivs och diskuteras teoretiskt tdnkande om strukturer i bassys-
temet hos elever som deltar i ett utforskande arbete med mdtning av strdckor i olika
baser. Data kommer frdn en studie med 44 elever i drskurs 4 ddr Davydovs mate-
matiska program for en ldrandeverksamhet anvdndes for design av undervisningen.
Film, elevuppgifter och transkriptioner har analyserats kvalitativt och kategoriserats.
Analysen visar tecken pd teoretiskt tdnkande i form av handlingar, exempelvis frdgor
om, och beskrivningar av relationer mellan positionerna till vinster och h6ger om
radixpunkten (tecknet som skiljer heltalsdel och brdkdel). Resultatet redovisas under
tre kategorier: (a) basens funktion for det virde som siffrorna anger i talet, (b)
positionsvixling och (c) entalet som ett av en kvantitet. Resultatet diskuteras i
relation till tidigare forskning om elevers svdrigheter med decimaltal.

Nyckelord: rationella tal, larandemodeller, larandeverksamhet/learning activity, Davydovs matema-
tiska program, teoretiskt tdnkande
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Abstract

This article describes and discusses emerging theoretical thinking about structures

in the base system among pupils who participate in an exploratory work where they
measure distances in different bases. Data comes from a study with 44 pupils in grade
4 where Davydov’s mathematical program for a learning activity was used for the
design of the teaching. Films, student assignments and transcripts have been analy-
zed qualitatively and categorized. The analysis shows signs of emerging theoretical
thinking in the form of actions, such as questions about, and descriptions of relations-
hips between the positions on the left and right of the radix point (the sign that distin-
guishes integer part and fractional part in the number). The result is reported under
three categories: (a) the bases function to the digits’ value in the number, (b) position
switching and (c) the unit as one of a quantity. The result is discussed in relation to
previous research on pupils’ difficulties with decimal numbers.

Keywords: Rational numbers, Learning models, Learning activity, Davydov’s mathematical pro-
gram, Theoretical thinking

Introduktion

Amnet for denna artikel ir elevers teoretiska tinkande om strukturer i bassystemet.
Bakgrunden till detta intresse dr elevers svarigheter med tiobassystemet som kom-
mer till uttryck i forskning om elevers forstdelse av rationella tal, det vill sdga tal
som kan uttryckas som en kvot mellan tva heltal, a/b, dar b inte ar noll (Kiselman &
Mouwitz, 2008).

Rationella tal pekas ut som ett problematiskt omrdde i olika forskningsoversikter,
se exempelvis Lortie-Forgues, Tian och Siegler (2015), Ni och Zhou (2005) samt Tian
och Siegler (2018), samtidigt som elevers kunskaper om rationella tal predicerar fram-
gang for fortsatt kunskapsutveckling i matematik (Resnick, Rinne, Barbieri & Jordan,
2018; Siegler m.fl,, 2012). Nar elever jamfor rationella tal uttryckta i decimalform, fort-
sattningsvis kallade decimaltal, har de ibland svart att forsta vad siffror till hger om
decimaltecknet betyder. Detta forklaras med att de kunskaper elever har om heltal
kan leda till felaktiga slutsatser om decimaltal (Resnick m.fl., 1989; Sackur-Grisvard
& Léonard, 198s; Steinle, 2004). Exempelvis forekommer det att elever uppfattar 2,17
som ett storre tal an 2,4 vilket kan bero pa att elever utgar fran kunskapen att heltalet
17 ar storre an heltalet 4 (Resnick m.fl., 1989; Sackur-Grisvard & Léonard, 1985). Pro-
blemet bendamns whole number bias och definieras som "a robust tendency to use the
single-unit counting scheme to intepret instructional data on fractions” (Ni & Zhou,
2005, s. 28). Whole number bias kan orsaka svarigheter for elever att forstd heltal som
nedbrytbara enheter och som kontinuerliga eller ssmmanhangande, exempelvis att
det finns tal mellan o och 1 (Ni & Zhou, 2005).

Det hander ocksd att elever uppfattar tal med mdnga decimaler som mindre dn
tal med fa decimaler, som att 3,765 ar mindre an 3,4 (Sackur-Grisvard & Léonard,
1985; Steinle, 2004). Denna uppfattning kan leda till att elever uppfattar exempelvis
talet 2,7 som ett storre tal an 2,326 vilket innebar att svaret blir ratt, men pa felaktig
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grund. Problemet kan bero pa svarigheter att koordinera tva faktorer som bestam-
mer storleken pa ett rationellt tal (Peled & Awawdy-Shahbari, 2009). Den ena faktorn
ar brakenheten, vilken motsvarar tiondelar i talet 0,4 eller femtedelar i talet 3/5. Den
andra faktorn dr antalet enheter, exempelvis 4 tiondelar i 0,4 eller 3 femtedelar i 3/5
(Peled & Awawdy-Shahbari, 2009).

Elevers svarigheter gdllande decimaltal dr dock inte bara en fraga om samspel mel-
lan deras tidigare kunskaper och ny kunskap utan ocksd en fraga om hur kunskap
och tankande om tal utvecklas (Ni & Zhou, 2005). Enligt Vamvakoussi och Vosniadou
(2010) behover elever forsta naturliga och rationella tal pa en konceptuell grund och
som uppbyggda enligt samma strukturer.

Strukturerna for tiobassystemet kan beskrivas matematiskt utifrdn den specifika
basen tio (Kiselman & Mouwitz, 2008). Olika exponenter av tio giller for de olika
positionerna i talet, exempelvis betyder 362,35 i bas tio 3:102 + 6 ‘10! + 2-10° + 3-107! +
51072 vilket ar det samma som 3-100 + 6-10 + 2-1 + 3-1/10 + 5-1/100. Tiobassystemet kan
ocksa beskrivas som ett bassystem bland andra, dar basen bestammer vad siffrorna
i talet betyder, beroende av position. Talet 362,35 i en godtycklig bas (b), betyder 3-b>
+ 6:b! + 2-b° + 3-b7! + 5:b72. Enligt bassystemet betyder en siffra (a), till hoger om ra-
dixpunkten' a-b™. Fér exempelvis bas sju innebar det att siffrorna till hoger om radix-
punkten i talet 362,35 betyder 3-77! och 5772, det vill sdga 31/7 + 51/49. For att forsta
bassystemet som ett generellt system behover elever sdledes rent dmnesteoretiskt
urskilja féljande strukturella aspekter i bassystemet: (a) att potenser av en godtycklig
bas bestimmer vad siffrorna i ett tal betyder, (b) att exponenten dkar med ett (1) fran
hoger till vanster och ar noll vid den forsta positionen till vanster om radixpunkten
samt (c) att 6vergangen till en ny enhet sker vid bastalet.

Mot bakgrund av att tidigare forskning om elevers problem med rationella tal, re-
dovisad ovan, forefaller vara inramad i en undervisningstradition dar i huvudsak
tiobassystemet anvands, framtrader foljande fragor: Kan elevers svarigheter med de-
cimaltal forklaras med att bas tio anvands utan att bassystemet tydliggors, det vill
saga att eleverna har svart att urskilja strukturella aspekter i tiobassystemet? Kan
forstdelse av bassystemet som ett generellt system bidra till en 6kad forstdelse av
tiobassystemet och decimaltal?

Forskare som Dienes (1959), Chambris (2018) och Howe (2015) havdar att elever be-
hover utveckla teoretisk forstdelse av tiobassystemets struktur. Enligt Dienes beho-
ver elever teoretisk forstdelse for hur variablerna bas och exponent bestammer vad
siffror i ett tal betyder. Elever behover ocksa forstd begreppet talenhet eller "numera-
tion unit” (Chambris, 2018, s 188) som ett generellt begrepp och inte begransat till
tiobasbitar, vilket kan férhindras om de endast moter additiva och multiplikativa be-
skrivningar av tal i tiobas, exempelvis 326 = 3-100 + 2-10 + 6-1. Vidare behover elever
utveckla forstdelse av hur enheter bildas genom potenser av basen tio vilket ocksa
kan vara en grund for forstaelse av decimaltal (Howe, 2015).

1 Bendmningen "radix point” (Van Verth & Bishop, 2008, s. 7), 6versatt till svenska radixpunkt,
anvands har for det tecken som skiljer heltalsdelen fran brakdelen i ett tal eftersom bendmnin-gen
decimaltecken avser avskiljning av heltal och brakdel, nér bas tio anvands.
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Vygotsky (1986) argumenterade redan pa 1930-talet for att elever behéver utveckla
en teoretisk forstdelse av tiobassystemet som ett bassystem bland andra. Enligt Vy-
gotsky ar formagan att omvandla ett tal skrivet i en bas till en annan bas ett kriterium
for att elever forstar tiobassystemet som ett bassystem: "As long as the child operates
with the decimal system without having become conscious of it as such, he has not
mastered the system, but is, on the contrary bound by it.” (Vygotsky, 1986, s 203). Uti-
fran Vygotskys kulturhistoriska perspektiv pa larande har Davydov (2008) utvecklat
ett program for en matematisk larandeverksamhet. En av utgangspunkterna i detta
program ar att elever redan under de forsta skolaren behover forsta och kunna tanka
teoretiskt om tal "as a conceptual system” (Schmittau, 2004, s 39) samt att elever,
innan de borjar arbeta med tal, ska ha identifierat begreppet enhet (inneb6rden av
teoretiskt tankande och larandeverksamhet utvecklas nedan).

Fler forskare som har studerat elevers teoretiska forstdelse av bassystemet, byg-
ger sina studier pa Davydovs (2008) matematiska program (ex. Venenciano, Slovin
& Zenigami, 2015; Solvin & Dougherty, 2004). Venenciano mfl. (2015) visade hur teo-
retisk forstaelse av heltal utvecklades hos elever som hade arbetat med strukturer i
bassystemet. Eleverna i studien fick under det forsta skoldret arbeta med matningar
i olika baser dar de var tvungna att skapa nya och storre enheter. I drskurs tva kunde
eleverna visa talet 13 2 i bas fyra, med hjalp av modeller fér enheter i bas fyra, i form
av areor. Venenciano m.fl. argumenterar for att elever ocksa skulle kunna utveckla
storre forstdelse for rationella tal genom att arbeta med matningar i olika baser. En-
ligt dem skulle eleverna kunna utveckla forstaelse aven for rationella tal vid métning
i olika baser, genom att erfara mindre enheter som delar (exempelvis tiondelar i bas
tio eller tredjedelar i bas tre) och delar av delar (exempelvis hundradelar i bas tio eller
niondelar i bas tre).

[ en studie av Solvin och Dougherty (2004) undervisades elever under det forsta
skoldret, utifrdn Davydovs matematiska program. Eleverna fick arbeta med att iden-
tifiera begreppet enhet genom matning i olika baser. I drskurs tva intervjuades tio
av eleverna om varfor och nar de behovde ta en storre enhet i bruk om de rdknade
i en godtycklig bas, exempelvis nar man gar frdn g till 10 i bas tio eller fran 2 till 10
(ett, noll) i bas tre. Resultatet visade att elevernas svar utvecklades fran att innehalla
exempel pa hur man rdaknar i en specifik bas till att omfatta generella forklaringar till
varfor och ndr en storre enhet tas i bruk, vilket exemplifieras med foljande elevsvar:
"You can't go to the base number. You can go up to one less” (Solvin & Dougherty,
2004, s 213). Nar samma fragor stalldes till elever (13 st i dk 4 till 7) som inte fatt un-
dervisning enligt Davydovs program visade det sig att endast en av eleverna kunde
svara pa fragorna. De beskrivningar som eleverna i experimentgruppen gav, av nar
och varfor man gar over till ndsta enhet, kan ses som tecken pa teoretiskt tinkande
om bassystemet.

Utifran dessa undervisningsexperiment med Davydovs matematiska program som
visar att elever kan utveckla ett teoretisk tankande om tal och relationer mellan tal,
ar det intressant att ocksa i ett svenskt sammanhang préva Davydovs program och
da speciellt fokusera pd vad som kan forstas som tecken pa teoretiskt tinkande om
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strukturer i bassystemet, aven da det galler rationella tal.

Syfte

Syftet med foreliggande artikel ar att beskriva och diskutera tecken pd teoretiskt
tankande om bassystemet, bland svenska mellanstadieelever som deltagit i en un-
dervisning utformad med inspiration av Davydovs matematiska program. Foljande
fragestallning ar aktuell:

* Vad i elevernas resonemang och arbete med speciellt designade uppgifter kan
ses som tecken pa teoretiskt tinkande om bassystemet?

Teoretiskt tiinkande

Idén att barn behover utveckla teoretiskt tankande som grund for fortsatt utveck-
ling och larande kommer som tidigare namnts fran Vygotsky (jfr Davydov, 1990; Vy-
gotsky, 2om). I foreliggande artikel anvands Davydovs (2008) definition av teoretiskt
tankande som en process av reflektion, analys och planering. Malet med en sadan
process beskrivs handla om att reproducera eller dterskapa grundldggande principer
och relationer inom ett fenomen eller ett begrepp: "Theoretical thinking sets itself
the goal of reproducing the essence of the object of study.” (Davydov, 2008, s 107).
Teoretiskt tainkande skulle med denna definition kunna komma till uttryck genom
reproduktion av grundlaggande principer for bassystemet i form av relationer mellan
bas, exponent och vad siffrorna betyder i talet.

Teoretiskt tankande kan ocksa komma till uttryck i form av reflektion 6ver och
kontroll av bade egna och andras I6sningar av olika problem (Bobos & Sierpinska,
2017). Vidare kan teoretiskt tinkande liknas ett tankeexperiment dar centrala relatio-
ner och forhallanden inom ett specifikt amnesinnehall 6verfors till forhallanden som
gor det mojligt att forsta grundlaggande principer:

The basis of theoretical thinking is the thought experiment, V.S. Bibler has singled out the
following basic features of a thought experiment: 1) The object of cognition must be mentally
transferred to conditions where it is easier to reveal its essence; 2) this object then undergoes
further mental transformations; 3) this same experimental leads to a formation of a system of
mental links in which the object is “embedded”.

(Davydov, 2008, s. 236).

Teoretiskt tankande om bassystemet skulle dirmed kunna handla om att Gverfora
grundldaggande principer for bassystemet till en grafisk modell i form av en tallinje el-
ler tabell. Dessa grundldaggande principer kan transformeras ytterligare, exempelvis
genom att modellen anvdnds och utvecklas for att utforska relationen mellan bas och
vad siffror bade till héger och vanster om radixpunkten betyder.

Enligt Davydov (1990) kan teoretiskt tainkande sarskiljas fran empiriskt tankande
vad galler grunderna for generaliseringar. Empiriska generaliseringar gors utifran
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vad som vid direkt observation ar lika for en viss typ av dmnesinnehdll och leder
framst till utveckling av empiriska begrepp (Davyov, 1990, 2008). Teoretiska genera-
liseringar gors utifran vilka principer och inre relationer som galler for det amnesin-
nehall som studeras och kan bidra till att vetenskapliga begrepp utvecklas (Davydov,
1990). Ett exempel pd en empirisk generalisering av tiobassystemet skulle kunna vara
att ett tal kan beskrivas i form av ett antal hundratal, tiotal och ental. En teoretisk
generalisering skulle kunna vara en beskrivning av relationen mellan bas och enhe-
ter i ett tal skrivet i en godtycklig bas. Teoretiska generaliseringar kan komma till
uttryck i form av algebraiska uttryck men ocksd som handlingar som gester, sprak
och rytmiska rorelser (Radford, 2010). De begrepp och modeller som utvecklas kan
sedan anvandas for att forklara och arbeta med specifika exempel (Davydov, 1990).
Enligt Davydov kan detta arbete beskrivas som en rorelse "from the abstract to the
concrete” (Davydov, 1990, s 86) vilket i detta sammanhang kan vara att eleverna,
fran att ha identifierat strukturella aspekter i bassystemet, kan ge konkreta exempel
i olika baser.

Material och metod

Datamaterialet kommer fran en studie* med 44 elever i arskurs 4, ht-16 till vt-17. Da-
tamaterialet bestar av filmer och ljudinspelning, fran en serie av tre lektioner pa sam-
manlagt cirka 180 minuter, transkriberat ord for ord. Artikelns forfattare, tre mate-
matiklarare samt en doktorand har tillsammans planerat, genomfort och analyserat
lektionerna. Informerat samtycke inhdmtades fran vardnadshavare (jfr Vetenskaps-
radets forskningsetiska principer, 2017).

Larandeverksamhet (Davydov, 2008) anvandes som designprincip for undervis-
ningen samt vid analys av teoretiskt tankande bland eleverna. For en fullstandig be-
skrivning av larandeverksamhet se Eriksson (2017) som beskriver och diskuterar hur
larandeverksamhet kan anvandas som ett larandeteoretiskt redskap eller Davydov
(2008) som ar en av de forskare vilka utvecklade larandeverksamhet.

Ldarandemodeller

[ en larandeverksamhet konstruerar och provar elever tillsammans med ldraren mo-
deller, sd kallade larandemodeller (Davydov, 2008; Zuckerman & Obukhova, 2015).
Dessa fungerar som redskap for att synliggéra och mediera relationer som inte ar
direkt observerbara hos ett amnesinnehall (Davydov, 2008). For att skapa larande-
modeller kan ritningar, grafer eller algebraiska uttryck anvandas (Davydov, 2008;
Chaiklin, 2002; Radford, 2014). Eleverna anvander de larandemodeller som utvecklas
tillsammans med lararen for att analysera liknande situationer eller olika varianter av
det aktuella @mnesinnehallet (Davydov, 1990). Modellarbetet mojliggor for eleverna
att tanka teoretiskt samtidigt som utvecklingen av larandemodeller ar en produkt av
det teoretiska tainkandet (Chaiklin, 2002; Davydov, 2008). Modellarbetet kan darmed
synliggora elevers reflektion och analys 6ver egna och kamraters argument samt 6ver
hur idéer och modeller fungerar. Elevers problemformuleringar, reflektioner, analy-

2 Denna studie presenteras narmare i en kommande artikel av M. Bjork (artikel i manus).
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ser, provande och varderingar i en larandeverksamhet kan benamnas som ett teore-
tiskt arbete (Eriksson, 2017; H. Eriksson & I. Eriksson, 2016).

Grundstruktur for lektionen

Uppgifterna utvecklades med inspiration fran en uppgift i en rysk larobok i matema-
tik skriven av Davydov och hans kollegor (Davydov m.fl., 2012, sid 52). Eleverna matte
stracka A (jfr Davydov m.fl., 2012, sid 52) och darefter stracka B och C. Uppgiften att
mata stracka B i bas tre och stracka C i bas sju var en vidareutveckling av uppgiften
att mata stracka A (jfr Davydov m.fl., 2012, sid 52).

For att mojliggora for alla elever att delta i diskussionen i helklass och visa sina for-
sok att utforska uppgiften, anvandes Smart Board och dokumentkamera. Strackornas
langd angavs i en tabell, vilken fungerade som en lairandemodell dar namn pa enhe-
terna, har benamnda Ki, K2 och sa vidare, fanns i tabellhuvudet (jfr Davydov m.fl.,
2012, sid 52). Lektionen var iscensatt enligt foljande:

1. Lararen berdttade att en person som kunde rakna endast till tre hade matt
stracka A och skrivit resultatet i en tabell (se figur 1). Eleverna diskuterade hur
personen gjort. Eleverna provade for forsta gangen den andra larandemodel-
len, bagmodellen.

170325 Marie Bjork
Namn: Klass/grupp:

En person kunde bara rékna till tre. Hur gjorde personen nér den métte langden och vad skrev personen ner i tabellen?

K1

AL T IT T T T Tl
SN = S T il
1 2 ! A 2 1 (tre)
(tre)
(sju)
K1
NS NN NN EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
K1
EEEEEEESESEESEEEEESESEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEN]

Figur 1. Uppgift 1.

2.Sedan fick eleverna mata stracka B i bas tre. Avsikten var att eleverna skulle
uppleva ett behov av en ny, storre enhet.

3.Darefter skulle eleverna mata stracka C i bas sju. Avsikten var att skapa ett
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behov att préva bagmodellen i en ny situation. Den storre enheten K3 behdvde
inte tas i bruk eftersom grupperingarna gjordes med bas sju vilket avsag att
utmana elevernas tidigare erfarenheter av att basen var tre.

4. ldet foljande gjordes en avstimning av hur eleverna skulle anvianda larande-
modellerna som de hittills arbetat med. Eleverna fick bevisa att uttrycken 1(sjy)
= 1(tre) 0Ch 1 2(5jyy) > 1 2(tre) sStamde. (l(sju) betyder 1-7° och 1(e) betyder 1:3° och
eftersom ett tal upphdijt till noll (o) ar lika med ett (1) stammer utsagan.) Den
forsta utsagan var utformad for att undersoka hur eleverna uppfattade entalet
(1), den enda enhet som dr samma oavsett bas da alla tal upphdjda till noll ar
ett (1). Avsikten var att se hur eleverna beskrev vad siffran ett (1) betyder pa

respektive position.

5.Till sist skulle stracka G matas i bas tre (se figur 2). K1 var sex rutor ldng i
avsikt att det skulle uppsta ett problem med att den var for stor att anvanda
for att mata G exakt. En mindre enhet saknades for att kunna mata strackan.
Stracka G var ocksa avpassad sa att det inte kravdes nagra ental for att ange
langden och att siffran noll skulle beh6vas pa entalspositionen.

Lektion 3c uppgift 2 17 04 25

Namn:

K2 |K1

(tre)

Skriv langden av G i bas tre.

K1

¢ LITTT T T PTIT T PP v PP PP v Pl PP PP PrriPrrgd

Figur 2. Uppgift 2.

Uppgifterna var sdledes upplagda i steg tankta att mojliggora en larandeverksamhet
ddr eleverna skulle engagera sig i ett teoretiskt arbete med strukturerna i bassyste-

met.

Analys av tecken pa teoretiskt tinkande

For att identifiera och beskriva tecken pa ett teoretiskt tankande om bassystemet
har datamaterialet analyserats kvalitativt i tre steg. Forst tittade forskargruppen pa
filmmaterialet upprepade ganger. Foljande analysfragor anvandes: Vilka fragor stal-
ler eleverna ndr de gor matningarna? Hur anvander eleverna larandemodellerna? Pa
vilket satt beskriver eleverna bassystemet? Vilka matematiska forhdllanden/aspekter
kommer till uttryck i elevernas arbete med modellerna?
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Det transkriberade materialet lastes upprepade ganger av forskargruppen for att i
detalj kunna analysera vad eleverna sa och gjorde. Principerna for larandeverksam-
het anvandes i analysen pa sa satt att forskargruppen fokuserade pa elevernas fragor,
provande och argumentation med larandemodellerna, bagmodellen och tabellen. For
att identifiera elevernas handlingar, exempelvis hur de anvande gester och ldarande-
modellerna var det ibland nédvandigt att titta pa filmen igen. Tretton excerpt i det
transkriberade materialet svarade mot analysfragorna. Dessa lades in i ett dokument
tillsammans med bilder fran filmen och kompletterandes med sammanfattande rub-
riker samt beskrivningar som svarade mot analysfrdgorna. Efter ett flertal omlds-
ningar av de tretton excerpten och upprepade diskussioner i forskargruppen véxte
slutligen tre kategorier av tecken fram utifran hur de hérde samman vad gallde ma-
tematiska forhallanden och aspekter. Kategorierna bendmndes och sammanstalldes
i ett dokument.

Slutlig analys av transkripten gjordes med stod av Davydovs definition av teoretiskt
tankande som ndgot som kan komma till uttryck i form av reflektion, analys och
planering samt reproduktion av grundldggande principer for ett specifikt amnesin-
nehdll. Elevernas reflektion och prévande av muntliga och skriftliga algebraiska ut-
tryck for relationer mellan enheterna (Ko, K1, K2 osv) och positionerna i tabellen,
analyserades som tecken pa teoretiskt tankande. Elevernas fragor bedomdes ocksa
som tecken pa teoretiskt tainkande.

Resultat

[ resultatet presenteras tre kategorier av tecken pa teoretiskt tainkande om bassyste-
met, som kommer till uttryck i elevernas resonemang och arbete med larandemodel-
lerna: (a) basens funktion for det virde som siffrorna anger i talet, (b) positionsvixling
och (c) entalet som ett av en kvantitet. Inom varje kategori redovisas ett antal tecken
pa teoretiskt tankande. De exempel pd vad eleverna sager som har haft en speciell
betydelse for identifiering av tecken dr markerade med fetad text i excerpten nedan.
Elevernas namn ar fingerade och namnen pa forskargruppens deltagare dr markerade
med L1, L2, L3 respektive Lj.

Kategori (a) - Basens funktion for det varde som siffrorna anger i talet

I denna kategori ingar fyra tecken pa teoretiskt tankande: (1) Eleverna gor en gene-
ralisering av relationen mellan bas och gruppering till successivt storre enheter, (2)
Eleverna generaliserar basens funktion att gruppera till samtliga enheter i talet, (3)
Eleverna resonerar om odndlig utveckling av enheter at bade hoger och vanster, samt
(4) Eleverna transformerar bagmodellen och skapar mindre enheter genom division
med bastalet.

Relationen mellan bas och gruppering till successivt storre enheter

Ett tecken pa teoretiskt tankande kommer till uttryck nar eleverna reflekterar och
gor en generalisering 6ver relationen mellan bas och gruppering till successivt storre
enheter i bas tre.
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Nar eleverna ska mata stracka B (se figur 3), fragar Ulrika om det gér att anvanda
bagmodellen for att skapa en storre enhet precis som vid matningen av stracka A
(excerpt 1, rad 1). Hennes frdga och svepande gest 6ver bagarna visar att hon reflekte-
rar Over att en ny, storre enhet kan konstrueras genom gruppering med basen. Elsas
grupp "la till K3 ocksd” (excerpt 1 rad 2), vilket visar att de gor en generalisering av
hur nya och successivt storre enheter kan skapas i bas tre. Modellen utvecklas genom
att en ny, storre bage som omfattar tre stycken K2 ritas i bagmodellen (se pil i figur
3). Eleverna uttrycker den generella relationen mellan bas tre och vad siffrorna i talet
betyder genom ett muntligt och skriftligt algebraiskt uttryck: "tre stycken Kz:or blev
en K3:a” (excerpt 1, rad 2 och 4 samt figur 4). Att den nya enheten namnges i stigande
ordning till K3 och skrivs in i tabellhuvudet till vanster om K2 visar hur enheterna
(K1, K2 och K3) relateras till positioner i talet (se figur 4).

Ulrikas beskrivning "om man tar in dom har till en s kan man ju rakna att det blir
som en etta, alltsd en K3 eller natt...” (excerpt 1 rad 3) visar att hon gor en generalise-
ring av att den nya enheten K3 symboliseras med siffran ett i talet.

Figur 3. Elsas grupp visar hur en ny enhet, K3 bestdr av tre K2.

Excerpta

1. Ulrika: Kan man gora sana har stora [gor en svepande rorelse 6ver fler K1:or] som har?

[pekar pa stracka A dar K2 som motsvarar langden av tre K1]
2. Elsa: Vila till K3:or ocksa och da tankte vi att tre stycken K2:or blev en K3:a.

3. Ulrika: Vi har ju gjort nastan likadant. Personen kan ju inte rékna mer an till hit [pekar
efter den tredje K2-bagen]. Men om man tar in dom har till en sa kan man ju rékna att
det blir som en etta, alltsa en K3, eller na ... Jag menar att de inte kan rékna till mer &n
tre, alltsd mdste man ha nagot annat att fa dom att rakna till, som de har gjort har [pekar
pa bagarna under stracka A]. De har sattin tre i en for att man ska kunna rakna till mer. S3
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sdtter man in den har for att kunna rékna langre.

4. Ester: Aum... jag ténkte just pd det Ulrika sa, att tre stycken K2 &r en K3 [pekar med pen-

nan langs de tre forsta K2- bagarna] en, tv3, tre. (se fig. 3)

Dessa exempel visar pa ett teoretiskt tinkande med en bdrjan i att Ulrika stdller en
reflekterande frdga eller hypotes 6ver hur principen for bassystemet skulle kunna
anvandas for att skapa en storre enhet. Eleverna transformerar modellen fran att bara
galla for enheterna E1 och E2 sa att den galler for den storre enheten K3 genom att
generalisera relationen mellan bas och successivt storre enheter. Detta kommer till
uttryck med bagmodellen och muntliga algebraiska uttryck.

Gruppering gors med samma bas till samtliga enheter i talet

Ett annat tecken pa teoretiskt tainkande kommer till uttryck nar eleverna reflekterar,
analyserar och gor generaliseringar Gver att samma bas anvands vid gruppering till
samtliga enheter i ett tal.

Nar stracka C ska mdtas anger nagra av eleverna langden till 3 4 (tre, fyra), vilket ar
korrekt. Sedan dndrar de sig till 311 (tre, ett, ett) eftersom ndgra kamrater skrivit sa
(se figur 4). Detta startar en process dar eleverna kontrollerar och diskuterar basens
funktion genom att anvanda bagmodellen. Med siffran 3 i talet 311 avser eleverna tre
stycken K2 i sjubassystemet, efterfoljande siffra ett (1) avser en K2 i trebassystemet
och den sista ettan i talet avser en Ki. Eleverna tror sdledes att enheter fran olika ba-
ser, i det har fallet bas tre och sju, kan adderas for att ange strackans langd.

En person kunde bara rakna till tre. Hur gjorde personen nar den matte langden och vad skrev personen ner i tabellen?

3k1- 1 k2
AKX J
A CECEEECTEen) k3K [K1
% : 1 A 2 [ 1 =

R NE 1NN
MR, TS

3_1 Ll T R RS NG L b ] TN

[TITIT] =

AT W, 'w' ==

Figur 4. Eleverna bygger ut bdgmodellen och tabellen med K3.

Ndagra andra elever argumenterar for att det inte ar korrekt att skriva 311 (tre, ett, ett)
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eftersom siffror i ett tal representerar enheter som ar grupperade med samma bas. De
gor en generalisering av relationen mellan gruppering av enheter och bas genom att
relatera till att enheten K2 grupperas med bas sju vid matning av stracka C och med
bas tre for stracka A och B: "pa den sista behover du ju sju, pd de andra tva behover du
tre.” (excerpt 2, rad 8). Eleverna transformerar darefter bigmodellen sa att den galler
for bas sju. Detta kan ses som tecken pa teoretiskt tinkande om den inre strukturen
i bassystemet, det vill saga att samma bas anvandas vid gruppering till samtliga en-
heter i talet. Ulrikas forklaring "det kan vara ... hur mycket som helst som kallas K2”
och Hans beskrivning av hur K2 bildas beroende av bas "For att du kan rdkna till olika
mycket” (excerpt 2, rad 10) ar ytterligare exempel pd generalisering Gver att samma

bas anvands vid gruppering till samtliga enheter i ett tal (se excerpt 2, rad 15).

Excerpt 2

1. Fredrik: Viténkte att man maste ha K1:or for att bygga K2:or och K2:or for att bygga K3.
2. L4: Okej, hur manga K1 behovs for att bygga K2? En K2. [betonar ordet en]

3. Elsa: Sju.

4. L4 Sjustycken?

5. Flereleversagertre.

6. Ulrika: Det beror pé vilken!

7. Flereleversdager ja!

8. Hans: Det beror pa vilken uppgift det &r, pa den sista behéver du ju sju, pa de andra tva

behdver du tre.
9. Lg4:aha, varforda?
10. Hans: For att du kan rékna till olika mycket.
11. L4: Min féljande fréga ar: Ar K2 den samma om vi kan rékna till tre eller till sju?
12. Flerelever svarar ja.
13. La:Aralltsd K2 samma langd?
14. Flereleversager nej.

15. Ulrika: Fast jag tycker det. For man byter inte direkt namn pa hur manga det ar. Om jag
har en Idngd, alltsa en K2 kanske, s dr det en K2. Det &r hur man réknar pa sen, om jag
kanske raknar tva K2... det har ar bara ett exempel ... som en K3:a. Man byter inte namn
pa vilken, hur stor langd det ar. Om det kan vara... hur mycket som helst som kallas K2.
Det ar inte sa att det blir ndgot annat. Det beror pa hur manga man hari en. Jag kan ju
bestamma att jag har sju K ... eller typ tio K1:or i en K2:a.

Fredrik argumenterar for att stracka C inte kan anges som 3 11 i bas sju eftersom
den da skulle vara valdigt lang (se excerpt 3). Eftersom siffran 3 i talet 3 11 betyder
3-72(3-7-7) betyder 3111 bas sju 3-72 + 17! + 1-7° = 3-7-7+ 7 + 1 om man Oversatter lang-
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den till bas tio. Genom att referera till principerna for bassystemet motiverar han att
tre K3 skulle ge ett mycket storre tal an tre K2. Fredrik tar ocksa hjalp av platserna i
tabellen i sin argumentation (se figur 5).

Excerpt3

1. Fredrik: For att K3:an, dom har liksom olika platser i tabellen va, en K3:a ar ju liksom
sju K2:or och det blir vdldigt mycket langre an tre K2. [betonar ordet valdigt]

Ovanstdende exempel pa tecken for teoretiskt tainkande om bassystemet kommer till
utryck i form av transformationer av bagmodellen frin att den galler for bas tre till
bas sju samt i form av muntliga algebraiska uttryck for relationen mellan K3 och Ka.

Oandlig utveckling av enheter at bade hoger och vanster

Ett tredje tecken pa teoretiskt tinkande kommer till uttryck ndr eleverna tillsam-
mans med lararen, men stod av en tabell ritad pa tavlan resonerar om hur nya enheter
som ar storre och mindre, kan utvecklas i det oandliga (se figur s5).

Figur 5. Rekonstruktion av tabell ritad pa tavlan.

Nar lararen och eleverna tillsammans fyller i en tabell som visar relationerna mel-
lan enheterna Ki, K2, K3 och K4 i olika baser (se figur 5), frigar Ulrika om man kan
“fortsdtta hur langt som helst” dt vanster (excerpt 4, rad 1). Hon jamf6r med tiobas-
systemet och forklarar att det kommer "ndgonting” efter tusentalet (excerpt 4, rad
3). Detta kan ses som tecken pa ett teoretiskt tainkande eftersom hon beskriver en
grundldggande struktur for bassystemet dar nya enheter tar i ansprak i en odandlig
utveckling at vanster och att detta galler for alla baser.
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Excerpt 4

1. Ulrika: Skulle man kunna fortsatta med K5, alltsa K6, K7 hur langt som helst?

2. Elsa: Forra gangen hade vi ju inte K4 som vi har skrivit pa modelltavlan. D& hade vi inte
K4, vad jag sag i alla fall, och det star inte med pa den andra tabellen [syftar pa tabellen i
uppgiften] och jag tror att man kan fortsatta sa langt, for det fanns ju minst K4 och nu har
ju ni skrivit dit K4 efter en.

3. Ulrika: Jag tror det for efter tusental sa kommer ju ... nanting ... jag vet inte riktigt ... nan-

ting kommer ...

Lararen riktar elevernas uppmadrksamhet mot spalten for Ki i tabellen som forst ar
tom och fragar eleverna vad Ki, i bas sju ar (se figur 5). Eleverna diskuterar hur K1
bygger pa en enhet till hoger om K1 som inte finns med i tabellen. Ulrika anvander
namnet Ko fér denna enhet "det som ar innan K1” (excerpt 5, rad 2 och 4). Elsa vida-
reutvecklar Ulrikas uttalande genom att foresla att om det finns Ko borde det finnas
"K-ett-minus” (excerpt 5, rad 6), vilket i tiobassystemet skulle motsvara hundradelar.
Elsa reflekterar dirmed 6ver hur storleken pa enheterna minskar successivt at hoger
i bassystemet.

Elsa gor en jamforelse med utvecklingen till vanster i positionssystemet och soker
ddr igenom ett sdtt att uttrycka den odndliga utvecklingen av mindre enheter. Hen-
nes fraga efter det storsta talet som finns visar att hon soker efter ett satt att beskriva
den odndliga utvecklingen av allt mindre enheter genom att anvanda den motsatta
utvecklingen av successivt storre enheter. Eftersom Elsa forst forklarar att "det bara
fortsatter” (excerpt 5, rad 7) kan elevernas anvandning av det specifika talet "googol-
plex” (excerpt 5, rad 9) tolkas som ett uttryck for att de avser en odndlig utveckling av
allt mindre enheter, at hoger i positionssystemet.

Excerpt 5
1. L4:VadarKoisafall?

2. Ulrika: Det arinnan K1.

3. Lg4:Va?

4. Ulrika: Det ér det som arinnan Ka.

5. Lg:Innan Ka. Du ténker att man skulle ha ndgot har? [pekar till héger om spalten for K1]

6. Elsa: A&s...assa...det har var ganska konstigt...det &rtyp ... om det finns Ko s3 borde det
ju finnas K-ett- minus.

7. Elsa: Ja, att det kan finnas fran ... jag vetinte ... frdn innan ... assa fran forsta ... Det kanske
blir lite svart da ... men det kommer ju att finnas ... 834 ... assa om man kommer flera ...
detfinns ju ... det ar ju som att alla ... jag vet inte vad det hogsta talet ar direkt men det

finns ju K pa det dar hogsta talet ... K ... kanske ... vad ar hogsta talet, jag vet inte? Vilket
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ar det hogsta som finns, liksom?

8. Love: En googolplex.. [Nagra elever fnissar.]

9. Elsa: Ja, kanske en googo... Nej! en K- googolplex.. [skratt] Det &r ju lite konstigt att det

bara fortsatter.

Eleverna reflekterar ocksd 6ver hur allt mindre enheter utvecklas enligt ett generellt
system dar basen bestammer vad siffrorna betyder i talet beroende av vilken position
de star pa. Nar eleverna ska ange langden av G (se figur 6), reflekterar de forst 6ver
hur K1 byggs upp av ett antal Ko for att sedan gd vidare med resonemang om hur Ko,
det vill sdga den forsta positionen till hoger om radixpunkten, ar uppbyggd av ett
antal "K-minusett”. Elsa sdger "det beror pa vilket bassystem” (excerpt 6, rad 1), vilket
innebdr att hon vet att hon behéver veta basen eftersom den styr relationen mellan
K1 och Ko.

Excerpt 6

1. Elsa: Det beror pa vilket bassystem ...
2. L4: Vipratar trebassystem.
3. L2:Trebas.

4. Elsa: Jaha, okej, tre.

Nar Elsa far information om att det ar bas tre som gdller, anvander hon den infor-
mationen for att beskriva att tre "K-minus-ett” motsvarar Ko. Elsa anvander saledes
kunskapen om den generella relationen mellan entalet och den mindre enheten som
har sin position till hoger om radixpunkten i ett tal.

Mindre enheter skapas genom division med bastalet

Ett fjarde tecken pa teoretiskt tankande kommer till uttryck nar eleverna transforme-
rar bigmodellen sa att den kan anvandas for att uttrycka en enhet som ar mindre an
entalet Ki, vilken de kallar Ko.

Figur 6. Mindre enheter skapas genom division med bastalet.
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Eftersom Ki ar sex rutor lang och det inte finns ndgon enhet som passar att mata den
sista biten med (se figur 6), uppstar ett problem som leder till att eleverna analyserar
och reflekterar 6ver att "det blevannat” (excerpt 7, rad 3). Behovet av en ny enhet leder
till att eleverna analyserar relationen mellan entalet K1 och en mindre enhet, vilken
konstrueras genom division med bastalet.

Excerpty

1. Fredrik: Det fanns fyra 6ver sd det blev ...
2. Sara: Alltsa fyra rutor ...

3. Fredrik: Jafyrarutor, sa det blev annat ...

Till uppgiften att mata stracka G finns en tabell dar enheterna Ki och K2 ar skrivna i
tabellhuvudet (se figur 9). Eleverna doper den nya, mindre enheten till Ko och skriver
Ko i tabellhuvudet. Jesper kontrollerar att Ko har langden tva rutor (se excerpt 8).

Excerpt 8

1. Jesper: Kolla for Ko, tror jag, ar tva sana har rutor for det finns det tre pa en san har
sexa.

2. L2:Detfinns det tre pa en sexa, hur menar han da?

3. Jesper: Ja, men alltsa pa sex rutor da ar det tre stycken sana har...

Eleverna reflekterar 6ver och kontrollerar hur basen kan anvandas for att dividera
entalet K1 till en mindre enhet, Ko. Relationen mellan entalet och de paféljande min-
dre enheterna, i det har fallet "tretalet”, motsvarande tiondelen i bas tio, ar en grund-
laggande egenskap for bassystemet. Eleverna reproducerar pa sd satt den generella
relationen mellan entalet och enheten till hger om radixpunkten, det vill saga att
mindre enheter skapas genom division med bastalet. Detta gors med stod av bagmo-
dellen och tabellen (se figur 9).

Kategori (b) - Positionsvixling

[ denna kategori ingdr tva tecken pa elevernas teoretiskt tainkande: (1) Eleverna kon-
trollerar och reflekterar 6ver hur en ny position tas i ansprak nar basen ar nddd, samt
(2) Eleverna gor en generalisering av att positionsvaxlingen, gors vid bastalet.

En ny position tas i ansprak nar basen ar nadd

Ett tecken pa teoretiskt tankande kommer till uttryck nar eleverna kontrollerar och
reflekterar 6ver hur en ny position tas i ansprak nar basen ar nadd.

Nar eleverna ska forklara varfor uttrycken 1(sjy) = 1(tre) 0Ch 1 2(sju) >1 2(tre) Stammer
overfor de den generella strukturen for bassystemet till fler olika modeller (se figur
7 och 8). Genom att anvanda basen bygger de "tretalet” respektive "sjutalet” med tre
respektive sju ental. Darmed synliggor de att basen mdste vara nddd innan en ny
position tas i ansprdk.
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Figur 7. Ldrandemodeller for att visa 1 2 (ett, tvd) i olika baser.

Eftersom eleverna inte har ord for den storre enheten K2 sd kallar de den ibland for
“tiotal”. Loves beskrivning av att "man kommer upp till sju i sjubassystemet” och hans
bild (se figur 8) samt forklaring att det ar "mer ... i sjuans bassystem an i treans” (ex-
cerpt 9, rad 1 och 2 ) visar ett teoretiskt tainkande om att vaxlingen till en storre enhet
sker ndr basen dr nddd. Love anvander bade bagmodellen, Cuisenairestavar och en
egen ritad modell for att utforska och beskriva relationen mellan entalet och nast-
kommande position (se figur 7 och 8).

Excerptg

1. Love: Ettorna ar ju alltid lika mycket alltsa [pekar pa entalen som ar grupperade sju
stycken i cirkeln]. Jag tanker att ndr man kommer upp till sju i sjubassystemet sa skulle
det bli ett tiotal och sen plussar man pa tv3, ar det tva sa det blir tolv [pekar dar han
skrivit pa bilden (se figur 8)].

2. Love: Och om man skulle ta tre stycken, enligt ett trebassystem [pekar pa cirkeln dar tre
ettor ar inringade] sa skulle det bli tio ocksa och sen sa blir det samma sak har uppe. Fast
da ar det mer ... mer... om det har ar kronor ... i sjuans bassystem an i treans ... [pekar

pa de inringade ettorna pa bilden (se figur 8)]

Figur 8. Loves ritning.



FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE 2019: 2 VOL. 7

Bjork, Nikula, Stensland & Stridfalt

Elevernas utforskande och kontroll av hur en ny position tas i ansprdk nar basen ar
nadd utgor ett aterskapande av bassystemet pd sa sdtt att en ny enhet definieras, i oli-
ka baser. Med stod av Davydovs beskrivning av teoretiskt tinkande som ett dterska-
pande av grundldaggande principer kan detta bedomas som ett teoretiskt tankande
om bassystemet.

Positionsvaxling gors vid bastalet

Ytterligare ett tecken pa teoretiskt tinkande i relation till kategorin positionsvixling
kommer till uttryck nar eleverna gor en generalisering av att positionsvaxlingen, gors
vid bastalet ndr man raknar.

Elsa kontrollerar kamraternas forslag att blanda enheter fran bas tre och sju genom
att med stod av bagmodellen visa att det inte gar att "1agga 6ver” (excerpt 10, rad 1) till
ndsta position direkt efter tre, om man raknar i bas sju. Ivar gor jamforelsen med hur
man raknar i tiobassystemet for att forklara att man inte kan gora 6vergdngen vid tre
om det ar bas sju som galler. Eftersom han inte har ndgot ord for K2 i bas sju sager han
”...om man raknar till sju sd skulle man f3 ett tiotal ...” (excerpt 10, rad 6).

Excerpt 1o

1. Elsa: Det garjuinte! [med hojd rost] Alltsa om man har tre i sju sa kan man inte lagga
over det till ... for det érjuinga....

2. Ivar: Alltsd om man har sjuans bassystem och sen sa raknar man till sju och sa far man tio
och rdknar man till tre sa far man tjugo. Det ar inte ratt, det &r konstigt ...

3. La1:Hurtdnkte du dar? Kan du sdga det igen. | sjuans bassystem menar du att man réknar

upp till sju men hur menar du att man far tio? Hur menar du da?
4. Ivar: Viharjutians bassystem ...

5. La:Villdu jamfora? Ja, for vi har ju tio i bassystemet, och sen da?

o

Ivar: Jag ténkte att man kanske ... om man raknar till sju sa skulle man fa ett tiotal ...

Detta resonemang visar hur Elsa och Ivar med stod av bagmodellen utvecklar en
generalisering av att det sker en 6vergdng till en ny enhet vid bastalet, vilket ar en
grundldggande egenskap for bassystemet.

Kategori (c) - Entalet som ett av en kvantitet

[ denna kategori ingdr tre tecken pa elevernas teoretiska tankande: (1) Eleverna re-
flekterar 6ver hur entalet byggs av mindre enheter, till antal bestamt av bastalet, (2)
Eleverna reflekterar 6ver att position ett alltid ar lika med ett (1) och anger antal ental,
(3) Eleverna anvander radixpunkten for att markera entalets position.

Entalet byggs av ett antal mindre enheter, till antal bestamt av bastalet

Det forsta tecknet i den har kategorin kommer till uttryck nar eleverna reflekterar
over hur entalet byggs av ett antal mindre enheter, till antal bestamt av bastalet.
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[ foljande exempel resonerar eleverna om hur mindre enheter anger ett antal brak-
delar av entalet. Tillsammans med ldraren analyserar eleverna hur olika enheter rela-
terar till varandra med hjdlp av den stora tabellen pd tavlan (se figur 5). Jesper fragar
vad Ko ska vara "om K1 dr ett”(excerpt 11, rad 1). Fragan leder till en diskussion om vad
Ko ska vara om Ki ar ett och eleverna forsoker hitta en multiplikation med basen sju
som ger produkten 1. De inser att det inte kan vara noll eftersom "om man typ tar en
miljard gdnger noll s& blir det anda noll” (excerpt 11, rad 5).

Excerpti11

1. Jesper: Vad ska Ko vara om K1 ar ett?

2. lvar: Sju nollor kan val inte bli ett?

3. Ulrika: Men alltsa...

4. Li:Sjunollor kan inte bli ett, nej...

5. lvar: Sa oavsett om man typ tar en miljard ganger noll sa blir det anda noll.
6. L1:Detarsadutdnker. Det blir ett problem dar tanker du?

7. Sara: Jag tycker att det ska vara noll komma ett.

Resonemanget definieras som ett teoretiskt tinkande om basens funktion for rela-
tionen mellan entalet och den mindre enheten till hoger om radixpunkten. Saras
forslag att Ko ar o,1 analyseras som ett tecken pa teoretiskt tinkande om att entalet i
alla baser ar uppbyggt av ett antal mindre enheter, till antal bestamt av bastalet. Sara
anger talet 0,1 som ett uttryck for en mindre enhet.

Position ett ar alltid lika med ett (1) och anger antal ental

Ett annat tecken pa teoretiskt tinkande kommer till uttryck nar eleverna reflekterar
over att position ett alltid ar lika med ett (1) och anger antal ental.

Eleverna jamfor talet 1 2 (ett, tva) i bas tre och sju och férklarar att "Ettorna ar ju
alltid lika mycket” (excerpt 9, rad 1). Eleverna ritar en bild 6ver hur ettorna i talen
motsvaras av olika mdnga ental och Love reflekterar dver att detta forhallande be-
stams av vilken bas som galler (se figur 8 och excerpt 9, rad 2). Bilden visar hur mdnga
ental som anvands for att vaxla in positionen till vanster om entalet. Love ringar in
dessa ental och anger basen langst ner i ringen. P4 sd vis provar eleverna den gene-
rella strukturen som galler for relationen mellan entalet och den storre enheten vid
bas sju.

Radixpunkten anvands for att markera entalets position

Ett tredje tecken pa teoretiskt tainkande kommer till uttryck nar lararen och eleverna
diskuterar var radixpunkten ska placeras i talet.

Nar eleverna ska ange langden pa stracka G (se figur 9) uppstar forst inget behov av
en radixpunkt eftersom talet ar inskrivet i en tabell dir enheterna dr angivna i tabell-
huvudet. Eleverna diskuterar radixpunktens placering forst efter att ldararen fragar
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om det skulle behovas "ndgot” i talet for att man ska forsta att den sista 2:an inte ar ett
ental. Pd denna fraga svarar eleverna att det behovs ett decimalkomma. Nar ldararen
fragar om det ska placeras efter den forsta svarar eleverna nej och ndr lararen fragar
om det ska placeras efter nollan svarar eleverna ja.

Figur 9. Radixpunkten anvénds fér att markera entalets position.

Sammanvagt visar arbetet med bigmodellen tecknen pa teoretiskt tinkande om bas-
systemet i form av hur entalet kan urskiljas som ett av en specifik kvantitet, uppbyggt
av ett antal mindre enheter som anges till antal pd hoger sida om entalet.

Diskussion
Studiens ar genomf6rd med utgangspunkt fran Davydovs (2008) definition av teore-
tiskt tinkande och resultatet begransas darmed av denna definition. Tecken pa teore-
tiskt tainkande om strukturer i bassystemet kommer till uttryck nar eleverna arbetar
med att mdta olika strackor i olika baser. Utifran hur dessa tecken liknar varandra vad
galler matematiska forhallanden och aspekter, framtrader tre kategorier av tecken: (a)
basens funktion for det varde som siffrorna anger i talet, (b) positionsvaxling, och (c)
entalet som ett av en kvantitet. Genom kategoriseringen beskrivs det matematiska
innehallet i elevernas teoretiska tinkande. De tre kategorierna 6verensstimmer pa
madnga satt med de strukturella aspekter i bassystemet som elever sannolikt behover
urskilja, redovisade ovan.

I det foljande diskuterar vi hur resultatet kan stdllas i relation till tidigare forskning
om vad som dar betydelsebarande for att elever ska forstd decimaltal. For att under-
latta lasningen ar tecknen i det foljande kursiverade.

En fordjupad beskrivning av elevers forstdelse

Resultatet kan bidra till att férdjupa beskrivningar av hur elever forstar tal. Vi menar
att tecken pad teoretiskt tankande om bassystemet kan komplettera forskning dar sva-
righeter med decimaltal beskrivs som bristande forstaelse av likheter och skillnader
mellan naturliga och rationella tal (jfr Lortie-Forgues m.fl., 2015). I elevernas kollek-
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tiva arbete med larandemodellerna framtrader ett natverk av tecken pa teoretiskt
tankande som kan bidra till bilden av hur elever forstar tal. Nar eleverna exempelvis
diskuterar relationerna mellan enheterna fragar Ulrika "skulle man kunna fortsatta
med Ks, alltsa K6, K7 hur langt som helst?”. Darefter gor eleverna en generalisering av
relationen mellan bas och gruppering till successivt storre enheter. De resonerar om den
odndliga utvecklingen av enheter ocksa gdller at hoger i bassystemet. Detta kommer till
uttryck nar Elsa konstaterar ”
Ett annat tecken som ger exempel pd hur elever kan forstd bassystemet ar elevernas
reflektion 6ver hur entalet byggs av mindre enheter till antal bestamt av bastalet. Detta
sker ndr eleverna konstaterar att Ko inte kan vara noll om Ki ar ett, i sjubas, "Sa oav-

....om det finns Ko sd borde det ju finnas K-ett-minus”.

sett om man typ tar en miljard ganger noll sd blir det anda noll”. Dessa tre tecken
indikerar att eleverna utvecklar en forstaelse av naturliga och rationella tal som upp-
byggda enligt samma struktur, vilket enligt Vamvakoussi & Vosniadou (2010) ar en
grund for forstdelse av decimaltal.

Aven elevernas transformering av bagmodellen for att skapa mindre enheter kan ge
en kompletterande bild av hur elever kan forsta bassystemet som en generell struk-
tur bade till héger och vanster om radixpunkten. Med stéd av bagmodellen forklarar
Jesper att Ko, det vill sdga enheten som motsvarar tiondelen i ett tiobassystem, dr en
tredjedel av entalet. Darmed rekonstruerar han strukturen for bassystemet "Kolla for
Ko, tror jag, ar tvd sana har rutor for det finns det tre pd en san har sexa”. Detta ses
som ett teoretiskt tinkande om tal som kontinuerliga och nedbrytbara enheter vilket
enligt Ni och Zhou (2005) beskrivs som en grund for att forsta decimaltal.

Det kravs ett tamligen omfattande arbete av eleverna for att utveckla generalise-
ringar av hur allt mindre enheter utvecklas i det odndliga. Detta vacker fragan om hur
elever som vi undervisar forstar heltal, vad galler inbyggda och generella strukturer.
De svdrigheter som enligt tidigare forskning uppstar, kanske beror pd att eleverna
inte har utvecklat forstdelse for bassystemet som sadant, vilket ar en forstaelse som
Vygotsky (1968) argumenterade for. Kanske beror svarigheterna snarare pa en out-
vecklad forstdelse for strukturer bade till hoger och vanster om radixpunkten, an
pa sd kallad whole number bias (jfr Ni & Zhou, 2005)? Resultatet i form av tecken pa
elevers teoretiska tankande om bassystemet kan ge nya dimensioner av hur elevers
kunnande kan komma till uttryck men och bidra till nya fragor. Resultatet kan ocksa
anvandas som ett redskap i undervisningen for att studera och forsta elevers uppfatt-
ningar av strukturer i bassystemet.

Enheter och positioner

Begreppet enhet och hur enheter relaterar till positioner i bassystemet framtrader
sarskilt i elevernas teoretiska tankande om strukturer i bassystemet. Det teoretiska
tankandet vaxer fram pa sa sdtt att eleverna forst relaterar enheter till basen i form
av grupperingar. Sedan utvecklar eleverna relationen mellan enheter och positioner
i form av en generalisering av att samma bas anvdnds vid alla positioner i talet. Detta
kommer till uttryck nar eleverna undersoker om det gdar att anvanda enheter skapade
fran tva olika baser for att mata stracka C. Under arbetet med bagmodellen utvecklar
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eleverna en generalisering av att samma bas anvdnds vid alla positioner i talet. Eleverna
diskuterar vilken bas de ska anvanda vid grupperingarna till enheter som de behover
for att ange langden av stracka C. Tecken pa teoretiskt tinkande kommer till uttryck
ndr Hans generaliserar: "Det beror pa vilken uppgift det ar, pa den sista behéver du
ju sju, pd de andra tva behover du tre”. Eleverna koordinerar enheterna i bas tre och
sju samt antal av dessa enheter, vilket Peled och Awawdy-Shahbari (20009) beskriver
som en viktig forstaelse av decimaltal. Detta tecken pa teoretiskt tinkande indikerar
att eleverna forst uppfattade enheterna som l6sa bitar grupperade enligt olika baser.
stallet for att utga fran principerna for bassystemet kombinerade eleverna enheterna
ungefdr som man gor da man mater tid i sekunder och hundradels sekunder. Vi me-
nar att beskrivningen av detta tecken, det vill saga att eleverna utvecklar generalise-
ringar av att samma bas anvdnds vid alla positioner i talet, kan ge stod i analys av hur
elever forstdr strukturerna i bassystemet. Forstar de exempelvis tiondelar och hund-
radelar utifrdn hur de relaterar till varandra och bas tio eller som bitar som adderas?

Chambris (2018) lyfter fram att elever behover forsta begreppet "numeration unit” (s
188) som ett generellt begrepp och inte begransat till tiobas-bitar. Darfor ar elevernas
forstaelse av begreppet enhet sarskilt viktig att bevaka. Elevernas transformering av
bdgmodellen fér att kunna skapa mindre enheter genom division med basen och de-
ras reflektioner 6ver hur entalet byggs av mindre enheter till antal bestdmt av bastalet
kompletterar bilden av hur begreppet enhet kan forstds av elever. Nar tecknen kom-
mer till uttryck framgdr ocksa att eleverna soker efter en generell bendmning som
fungerar for de olika enheterna. Det marks ndr Love reflekterar 6ver hur en ny posi-
tion tas i ansprdk ndr basen dr nddd. I avsaknad av ett namn pd motsvarande tiotal i
sjubassystemet anvander han bendamningen tiotal: "Jag tanker att ndr man kommer
upp till sju i sjubassystemet sa skulle det bli ett tiotal”. Sannolikt skulle en generell
bendamning for de olika enheterna, exempelvis "talenhet” bidra till att eleverna lattare
kunde resonera om de generella strukturerna i bassystemet.

Resultatet ger anledning till fortsatt diskussion och fragor om vilket kunnande elev-
er ges mojlighet att utveckla i den undervisning som planeras och genomfors i avsikt
att utveckla elevernas kunnande om tal. Det som Davydov (2008) beskriver som ett
empiriskt kunnande vilket relaterar till yttre strukturer for tal, exempelvis att ett tal
bestdr av ett antal ental, tiotal etc eller ett teoretiskt kunnande som relaterar till de
inre strukturer som talet ar uppbyggt av. Vad som dr avgorande for iscensdttning av
en undervisning som ger eleverna mojlighet att utveckla teoretiskt tainkande om bas-
systemet behover dock undersokas i vidare studier med fler elever, i olika drskurser.
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