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Uppgifter som redskap for
mediering av kritiska aspekter
i matematikundervisning

J Fred & J Stjernlof

Artikeln beskriver resultaten frdn ett forsknings- och utvecklingsprojekt som verkat
inom ramen fér Stockholms stads satsning pd ldrardriven forskning. I projektet har
Learning study anvdnts som modell med variationsteorin som teoretiskt ramverk.
Learning studien genomfordes i en drskurs tvd med avsikten att utforska vilka aspek-
ter i relation till den givna elevgruppen som framstdr som avgérande for deras ldrande
avseende att utveckla férmdgan att urskilja och beskriva monster i talfoljder samt hur
uppgifter kan fungera som redskap for att mediera kritiska aspekter.

Studiens resultat pekar ut foljande aspekter som avgorande, det vill sdga kritiska:
veta att alla talmonster dr konstruerade enligt en regel som inte dndras och som
anvdnds for att bestimma okdnda element i talmonstret; veta att det finns olika slags
talféljder som kan vara uppbyggda pad olika sdtt samt urskilja relationen mellan tal-
féljdens olika delar och hur de férhdller sig till varandra och till helheten.

Vidare indikerar resultaten att uppgiftens konstruktion avseende frdgestillningens
oppenhet och variationsmonster kan ha betydelse for pa vilka sdtt en uppgift fungerar
som redskap for att mediera kritiska aspekter. Dessutom har studien visat pad att
iscensdttningen av variationsménster avseende hur uppgiften presenteras samt hur
ldraren tar tillvara inspel och resonemanyg frdn eleverna har betydelse.
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Introduktion

HOSTEN 2012 INLEDDES ett undervisningsutvecklande projekt inom ramen for
Stockholms stads FoU-satsning. Projektets 6vergripande syfte avsdg att implementera
Lgr 11 samt att ytterligare fordjupa skolans arbete med att utveckla matematikunder-
visningen med Learning study som modell. Som en del i projektet amnade vi paborja
en uppgiftsbank med uppgifter som skulle kunna utgora redskap for saval utveckling
av elevers formagor som bedémning av dessa.

Ekensbergsskolan har sedan 2011 arbetat med Learning study som modell, med
huvudsyfte att kollegialt utveckla undervisningen i matematik samt att starka 1a-
rarnas amnesdidaktiska kompetens. I tidigare genomférda studier har vi funnit den
iterativa design en Learning study erbjuder framgangsrik ur aspekten att utveckla en
fordjupad forstdelse av hur undervisningen kan dstadkomma béttre forutsattningar
for larande inom specifika kunskapsomraden. Undervisningen ska enligt skollagen
vila pa vetenskaplig grund och beprdvad erfarenhet vilket skapar krav pa nya satt att
tanka kring lararprofessionen och professionsutvecklingen. Mot bakgrund av detta
bor, enligt I. Carlgren (2012), I. Eriksson (2013) och U. Runesson (2012), ett storre fokus
ligga pa praktikutvecklande forskning med utgangspunkt i problem identifierade av
larare. Learning study har med sin tydligt tidsmdssiga avgransning och sin fokuse-
ring pa mer precisa fragestdllningar lyfts fram som en potentiell modell i skapandet
av larares professionella kunskapsbas (Eriksson 2013; Runesson 2012).

Resultaten och analyserna av TIMSS 2007 och 2011 pekar ut algebra som ett av de
huvudomraden vari svenska elever har svarigheter (Skolverket 2008; Skolverket 2012).
Under studiens gang har det dven kommit andra rapporter, PISA 2012 och UiM 2013,
(PRIM-gruppen 2013; Skolverket 2013a), vilka stodjer detta resonemang. Algebra och
monster har fatt en mer framskjuten plats i kursplanen och stiar nu som ett eget kun-
skapsomrade under centralt innehall redan for de lagre arskurserna. Var erfarenhet
ar att monster i talfoljder inte i tillracklig utstrackning ges utrymme och uppmark-
samhet i undervisningen. Detta anser vi oss finna stdd for i TIMSS 2007, som lyfter
fram algebra som en forlorare i férhdllande till andel tid som laggs pa respektive ma-
tematikinnehdll i undervisningen (Skolverket 2008). Vi funderar 6ver om en bidra-
gande orsak till detta kan vara att ldrare inte har tillrackligt med kunskap om vad
detta kunnande innebar i drskurs 1-3, det vill sdga vad som ar kritiskt for att eleverna
ska utveckla férmagan att kunna urskilja och beskriva monster i talfoljder.

Tidigare forskning

[ studien gjordes en innehdllsmadssig avgransning vad betrdffar monster i matematik
till monster i talfoljder. Med monster i talfoljder avses en f6ljd av tal som forandras
pa ett regelbundet satt. Kiselman & Mouwitz (2008) definierar begreppet talfoljd till
“en foljd av tal” (s. 112) samt menar att begreppet foljd innebar att elementen i en f6ljd
har en ordning men inte nodvandigtvis ndgon regelbundenhet. Darav foljer att ordet
talfoljd inte behdver innebara att talen foljer en viss regelbundenhet, det vill sdga en
talfoljd kan ocksa vara ett antal tal vilka som helst angivna i en viss ordning, till ex-
empel 17, 11, 23, 35, 37, 4. Oftast talar vi dock i matematik om talféljder som foljder av
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tal som forandras enligt en bestamd regelbundenhet.

For att precisera enligt vilken typ av regelbundenhet en talfoljd ar uppbyggd sa an-
vands i artikeln aritmetiska respektive geometriska talfoljder. Aritmetiska talfoljder
definieras som en talfoljd dar differensen mellan ett tal och narmast féregdende tal
alltid ar lika stor, exempelvis 3, 6, 9, 12, 15. | geometriska talféljder ar kvoten av ett
tal och narmast foregdende tal (féorutom det forsta talet) konstant. Ett exempel pa en
sadan talfoljd ar, 2, 4, 8,16 (Kiselman & Mouwitz 2008). Enligt Liljedahl (2004) ar ett
monster i en talfoljd alltid beroende av talens varde. Med det menas att exempelvis
1, 3,5,1,3, 5, inte dr ett talmonster da siffrorna skulle kunna bytas ut mot former eller
andra foremal, det vill sdga talens varde dr inte av betydelse for hur monstret fortsat-
ter. Dessa slags monster benamns i litteraturen som upprepat monster (ibid). 1, 3, 5, 1,
3, 5 ar da ett upprepat monster med tal.

[ studien anvandes begreppet talmonster uteslutande i lektioner och for/eftertest.
Detta val grundades pa hur diagnosmaterialet Diamant (Skolverket 2013b) anvander
begreppet i elevuppgifterna samt pa att begreppet talmdnster anvandes i elevernas
aktuella laromedel.

[ artikeln har vi valt att anvanda tre olika begrepp; monster, talmonster samt tal-
foljder. Da begreppet monster anvands avses dven andra slags monster an monster i
talfoljder, till exempel geometriska monster och upprepade monster. Talmonster an-
vands som samlingsbegrepp for talfljder som har en viss regelbundenhet samt visu-
ella talmonster (se till exempel Ekdahl 2012). I studien var avsikten att eleverna skulle
kunna urskilja skillnaden mellan talféljder som ar konstruerade enligt ett monster
och talfoljder som inte ar det. Vi har i dessa fall valt att kalla talféljder som inte ar
konstruerade enligt ndgon regel (t.ex. 17, 11, 23, 35, 37, 4) for en talrad.

Monster foresprakas av flera forskare att anvandas som introduktion till algebra
da tva viktiga aspekter inom algebra ar just monster och generaliseringar av dessa
(Hargreaves, Shorrocks-Taylor & Threlfall 1998; Mason 1996). "Pattern and genera-
lization are both thought to be fundamental to mathematics and are therefore im-
portant in mathematics education.” (Hargreaves et al 1998, s. 315) Betydelsen av att
kunna generalisera regelbundenheter genom att beskriva dem med ord betonas. For
att generellt beskriva talfoljden 1, 3, 5, 7, 9 racker det till exempel inte med att sdga att
"det ar udda tal”. Ett forsta led i att generalisera innebdr har att kunna uttrycka att
det dr en konstant 6kning med tva eller att skillnaden mellan talen ar tvd. Nasta steg
ar sedan att jamfora detta med talens plats i monstret (ibid). Olteanu (2013) menar
att generaliseringar handlar om att kunna gora jamforelser mellan olika objekt och
soka det generella i det specifika. Att kunna generalisera handlar alltsa inte endast
om att uttrycka monsterutvecklingen algebraiskt, vilket kanske dr den tolkning som
vanligtvis ligger narmast till hands nar man talar om generaliseringar inom omradet
monster. Elever i tidigare skolar har enligt Olteanu formdgan att kunna utveckla ett
generellt tankande om de ges mojlighet till detta i undervisningen och framhaller
samtidigt vikten av lararens medvetenhet att i undervisningen om monster arbeta for
att eleverna ska utveckla formagan att generalisera.

Ekdahl (2013) podngterar att undervisningen mdste ge eleverna erfarenheter av att
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resonera kring och beskriva olika talfoljder. Vidare betonas att det inte ar tillrack-
ligt med l6sryckta undervisningssekvenser som handlar om att fortsdtta paborjade
monster och fylla i saknade tal. Kommentarmaterialet till kursplanen i matematik
beskriver den tankta progressionen for hur man kan arbeta med monster och hur
de till en borjan kan uttryckas med ord och bilder, for att sedan 6verga till symbol-
sprak och algebraiska uttryck. Har tydliggors ocksa vikten av att det ar i arbetet med
monster i de tidiga skoldren som grunden laggs for att kunna uttrycka och beskriva
monster generellt med hjalp av algebra (Skolverket 2011).

For att fa syn pa vilka forutsattningar som ar av vikt for att pa sikt kunna beskriva
regelbundenheter algebraiskt behover vi titta narmare pd vad tidigare forskning kan
berdtta om vilka svarigheter som kan uppsta.

Warren och Cooper (2007) lyfter fram att undervisningsmaterial i de tidigare skol-
aren ofta presenterar monster som upprepade sekvenser, vilket de tolkar som att de
svarigheter som elever kan utveckla beror pa att de saknar erfarenheter av andra ty-
per av monster. Papic (2007) menar istéllet att undervisning om upprepade monster
tenderar att innehdlla och stanna vid aktiviteter dar elever far fortsdtta pd monster
i stdllet for att fokusera pa att urskilja vad som utgér monstrets upprepning samt ge
tillfalle att resonera om och generalisera monsterutveckling. Eleverna kan darfor ha
svarigheter dven med andra typer av monster. Nagot dldre elever tenderar att fastna
i att monster i talfoljder alltid bestar av tal med en konstant skillnad emellan, (t.ex.
3, 6, 9, 12 0sv.) och att de strategier eleverna anvander nar de ska upptacka regel-
bundenheten for att kunna fortsatta en talfoljd kan harledas till denna uppfattning
(Hargreaves et al 1998).

Flera studier pekar pa att elever har svarare att beskriva och foérklara monster an
att fortsdtta pa dem (Hargreaves et al 1998; Warren 2005; Warren & Cooper 2007).
Warren (2005) menar att avsaknaden av matematiskt sprak och svarigheter att mer
precist kunna beskriva relationer och monsterutveckling utgor hinder for eleverna.
Vidare visar Warrens studier att elever har svdrare att beskriva monster skriftligt an
att beskriva dem muntligt. Warren & Cooper (2007) ger aven exempel pa att elever en-
dast tar hansyn till en del av den paborjade talf6ljden och inte ser till helheten. Ekdahl
(2012) har genom en fenomenografisk studie av elevers uppfattningar om talmonster
i arskurs 3 och 4 urskilt kritiska aspekter, det vill sdga aspekter som antas vara avgo-
rande for elevers larande avseende talmonster. Aspekterna som urskildes handlade
om att kunna se att talmonster inte alltid ar uppbyggda som en konstant skillnad utan
istdllet 6ppna upp for andra typer av regelbundenheter, att kunna urskilja hur delarna
i monstret forhdller sig till varandra och till helheten, att kunna se forbi den angivna
helheten samt att kunna urskilja att forhdllandet mellan ménstrets olika delar kan
variera. Dessa kritiska aspekter, tillsammans med den 6vriga forskning som namnts,
utgjorde grunden for vdara antaganden om mdjliga kritiska aspekter.

Det finns studier som uppmarksammar att pa det vis de uppgifter som anvands i
undervisningen iscensatts, det vill saga hur de tar form bade materiellt och i kom-
munikation da de anvands av elever och larare, har betydelse for vad som gors majligt
att lara (Lindberg 2010). Lindberg framhaller hur uppgifter bor “skapa ett behov av
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kunskapande hos eleverna, vilket gor att flera aspekter av uppgifterna maste planeras
med avseende pa vad man vill att de ska dstadkomma snarare dn vad eleverna (el-
ler lararen) ska gora” (ibid s.12). Vidare pavisar Lindbergs studie uppgifters betydelse
for hur larandet iscensatts och framhaller att uppgifterna darfor aven bor utgora ut-
gangspunkt for analys av undervisning. Med utgangpunkt i detta vacktes intresset
for att utforska vilken funktion en uppgiftskonstruktion med inbyggda variations-
monster i den skrivna uppgiften far i undervisningen avseende mojliggérandet av en
urskiljning av sd kallade kritiska aspekter samt vilket larande som kan astadkommas.

Ldrandeobjekt och syfte

Larandeobjektet i studien definierades till "att utveckla férmagan att urskilja och be-
skriva monster i talféljder”. Detta tog utgangspunkt i tidigare forskning som lyfts
fram i artikelns forskningsoversikt samt i de problem som uppstod i klassrumsprak-
tiken da lararna stdlldes infor de nya formuleringarna i Lgr 11. Forskningen belyser
formdgan att beskriva och generalisera regelbundenheter som ett led i att utveckla
ett algebraiskt tinkande (Hargreaves et al 1998; Mason 1996). Eftersom detta under-
visningsomrade i och med den nya kursplanen var relativt nytt i arskurs 1-3 hade
lararna forhallandevis liten undervisningserfarenhet betraffande monster i talféljder
och vad detta omrade innebdr i ett algebraiskt sammanhang. Vidare fann vi fa tidi-
gare studier om vad detta kunnande kan innebara i de lagre dldrarna.

Ett av var skolas utvecklingsomraden handlade om att utveckla undervisningen for
att med hjalp av uppgifter fa syn pd elevernas kunnande. Vi damnade darfor undersoka
uppgifternas roll och betydelse i undervisningen och for elevernas larande inom ra-
men for den Learning study som genomfordes.

Studiens overgripande syfte var att bidra med ny och fordjupad @mnesdidaktisk
kunskap samt utforska hur uppgifter kan betraktas som redskap for mediering av ett
undervisningsinnehdll. Med utgangspunkt i detta formulerades f6ljande fragestall-
ningar:

+ Vilka ar de kritiska aspekterna for att utveckla formdgan att urskilja och be-
skriva monster i talféljder?

+ Pavilka satt fungerar uppgifterna som ett redskap for att mediera de kritiska
aspekterna?

Artikelns syfte ar att beskriva resultaten av studien med dessa tva fragestallningar
som utgangspunkt i forhdllande till den genomférda learning studien.

Material och metod
[ den har delen beskrivs den Learning study som legat till grund for studien samt hur
datamaterial samlats in och analyserats.

En Learning study genomfordes i drskurs 2 i en grundskola i Stockholm. Learning
study ar en modell for en kollegial och systematisk utveckling av undervisning med
elevers larande/kunskapsutveckling i fokus med sina rétter i den japanska model-
len Lesson study (Eriksson 2013; Runesson 2012). Learning studien genomfordes i tre
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cykler innehdllande tre forskningslektioner i tre skilda grupper. I studien ingick 40
elever och larargruppen utgjordes av fyra larare. Variationsteorin anvandes i studien
som teoretiskt ramverk samt som redskap for uppgiftskonstruktion och analys. Enligt
variationsteorin tar larandemiljon sin utgdngspunkt i en aktuell elevgrupps tidigare
kunskaper och formdgor (Marton, Runesson & Tsui 2004). Vidare stddjer sig teorins
fundamentala grund pad begreppen urskiljning, variation och samtidighet med inne-
borden att larandet bygger pd att se nagot pa ett nytt satt. For att en urskiljning av nya
aspekter ska ske kravs en innehallslig variation dar det som varierar och det som hdlls
invariant fokuseras samtidigt (Marton & Booth 2000). De planerade variationsmonst-
ren anses ur ett variationsteoretiskt perspektiv skapa forutsattningar for att eleverna
ska ges mojlighet att urskilja de sa kallade kritiska aspekterna och darmed utveckla
utvald formaga och/eller kunskap (Marton, Runesson & Tsui 2004).

Studien skiljer sig i tvd avseenden fran hur en Learning study traditionellt genom-
fors. Vanligtvis genomfors en Learning study under en termin men var studie har
genomforts under ett helt lasar. Vidare har fokus varit pa de uppgifter som anvands
i lektionen snarare dn lektionen i sig. Vart intresse ldg i att undersoka hur uppgifter
kan fungera som ett redskap for mediering av ett undervisningsinnehdll. Utgangs-
punkten har har varit den sociokulturella teorins centrala antaganden om att vi alltid
erfar och hanterar var varld med hjdlp av olika redskap som till exempel begrepp,
modeller eller fysiska redskap. Redskapen kan sdledes sdgas tolka varlden at oss (Saljo
2000). Uppgiften som redskap i undervisningen kan dirmed mediera, hjalpa oss att
forsta och tolka, ett innehdll som ska laras och forstas.

R ™
lirandeobiekt Kartlieeni uppgifts- P forsknings-
arandeobje! > artlaggning > [ - et

/ /

™ R

analys < eftertest

/ /

kritiska
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m

Struktur for studiens Learning study-cykel

Inledningsvis definierades och avgransades ett larandeobjekt. Ett larandeobjekt tar
sin utgangspunkt i ndgot som upplevs skapa problem i elevernas larande och i under-
visningen. Det kan rdra sig om ndgot som ldararna upplever svart att undervisa om
och/eller nagot som eleverna upplevs ha svart att forsta. Larandeobjektet utvecklas i
samspel med en specifik elevgrupp och ” ... avser den specifika formdga i forhallande
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till ett innehall, som lararen hoppas att eleverna skall utveckla och/eller forstd och
ska alltsa inte likstallas med ett larandemal vilket ar av mer generell art” (Wernberg
20009, 8. 15).

Nar denna avgransning var gjord identifierades larandeobjektets mdjliga kritiska
aspekter, det vill sdga ”... sddana aspekter av larandeobjektet som i relation till en gi-
ven elevgrupp framstdr som avgorande for deras larande” (Carlgren & Eriksson 2012,
s. 3). Denna identifiering skedde med utgdngspunkt i tidigare forskning och studier
om talmonster. Med utgdngspunkt i dessa mojliga kritiska aspekter genomfordes en
kartlaggning for att fa en forstdelse for elevgruppens aktuella kunskaper och upp-
fattningar om larandeobjektet. Kartldggningen bestod av ett skriftligt fortest samt
efterfoljande intervjuer.

Efter genomford kartlaggning reviderades de kritiska aspekterna vilka sedan ut-
gjorde utgangspunkt for uppgiftskonstruktion och lektionsplanering. I uppgiftskon-
struktionen anvandes variationsmonster som ett redskap for att synliggora de kritis-
ka aspekterna. Ur ett variationsteoretiskt perspektiv avser variation en innehallslig,
medveten, riktad och systematisk variation. En uppgift som konstrueras for att syn-
liggora kritiska aspekter bor konstrueras sa att den/de kritiska aspekterna av laran-
deobjektet som ska urskiljas framtrader. Detta med hjdlp av ett medvetet val av dels
innehallsmadssig variation av aspekter av larandeobjektet, dels en riktad fragestall-
ning dar eleverna genom fragestallningen mdaste uppmarksamma dessa aspekter. |
forskningslektionerna byggdes olika dimensioner av variation in i uppgifterna for att
eleverna till exempel skulle urskilja en ny innebord av en talfoljd. Detta med utgangs-
punkt i: vilka kritiska aspekter eleverna skulle urskilja, vilket variationsmonster som
bast skulle mojliggora detta urskiljande, vilka talféljder som bast kunde skapa den-
na variation samt vad som behdvde efterfragas i uppgiften for att variationen skulle
iscensattas. [ uppgiftskonstruktionen anvandes variationsmonstren separation, kon-
trastering, generalisering och fusion.

En separation innebar att skapa ndgon form av kontrast mellan egenskaper. For att
erfara en viss aspekt av ndgot maste den separeras fran andra egenskaper. Detta kan
exempelvis ske genom att en aspekt varierar och de andra egenskaperna ar invarian-
ta. I studien holls talféljden 95, 85, 75, 65, 55 invariant medan de olika reglerna "Det
ar 5-hopp”; ”Skillnaden mellan ett tal och ndsta ar hela tiden 5”; "Det minskar med 10
for varje tal” varierade.

En kontrastering innebar att skapa kontraster, sa kallade motexempel. Ett objekts
egenskaper kan urskiljas om vi jamfor med ett annat objekt. I studien kontrasterades
en aritmetisk talfoljd (3, 6, 9, 12, 15) mot en rad av tal vilka som helst (17, 11, 23, 35, 37, 4).

En generalisering innebar varierade foreteelser av samma objekt. En forstdelse av
monster i talfoljder omfattar ocksa en erfarenhet av talfdljder som ar uppbyggda pa
olika satt. I studien fick eleverna i en uppgift erfara de olika talféljderna 4, 8, 12, 16,
20; 100, 90, 80, 70, 60 och 1, 2, 4, 8, 16.

En fusion innebdr att om eleverna arbetar med flera kritiska aspekter vid samma till-
falle mdste aspekterna ifraga variera samtidigt. I studien skulle eleverna para ihop en
uttryckt regel med ratt talfoljd. For att kunna gora detta behovde eleverna samtidigt ur-
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skilja de bada kritiska aspekterna: veta att alla talménster dr konstruerade enligt en regel
som inte dndras och urskilja hur talfélidens delar forhdller sig till varandra och till helhe-
ten da skillnaden mellan tva element var lika stor, det vill sdga 4 i tva av talféljderna (1,
2, 4, 8 och 4, 8,12, 16) (Lo 2012; Marton et al. 2004; Runesson & Tsui 2004).

Lararna turades om att hdlla i forskningslektionerna och 6vriga deltagande ldrare
var observatorer. Fokus for observationerna var pd vilka sdtt uppgiften fungerade
som redskap for att mediera de kritiska aspekterna det vill saga var, nar och hur i
arbetet med uppgiften det gavs mojlighet for eleverna att urskilja och darmed erfara
de kritiska aspekterna genom variation. Lektionerna videofilmades och det gjordes
aven vissa ljudupptagningar av elevdiskussioner.

Efter genomfodrd forskningslektion genomférdes ett eftertest (samma som fortes-
tet). Intentionen med eftertesten var att fa syn pa huruvida eleverna visade nagon
forandring i sin formdga att urskilja och beskriva monster i talfdljder. Eftertesten
gav dock ingen information om hur respektive uppgift medierade kritiska aspekter.
De gav snarare en bild av hur lektionen i sin helhet hade medierat de kritiska aspek-
terna. Mot bakgrund av detta valde vi att i analyserna framst utgd fran de videoinspe-
lade lektionerna samt observationsprotokollen. Detta med fokus pa hur uppgifterna
iscensattes och fungerade som redskap for att mediera de kritiska aspekterna. Med
utgangspunkt i dessa analyser planerades nésta forskningslektion med fokus framfor
allt pa forandring av uppgifterna for att mojliggora urskiljning av kritiska aspekter.

Efter att samtliga tre cykler genomforts gjordes ytterligare en analys dar samtligt
datamaterial (fortest, intervjuer, uppgiftsdesign samt video- och ljudinspelningar)
analyserades pa nytt. Detta har medfort att det efter avslutad studie har synliggjorts
nya aspekter som kan ha haft betydelse for pa vilka sitt uppgifterna kan fungera
som redskap for att mediera kritiska aspekter. Detta har kommenterats i vissa delar i
resultatbeskrivningen.

Resultatbeskrivning och analys

Resultatbeskrivningen och analysen bestar av tvad delar dar den ena delen tar sin ut-
gangspunkt i forskningsfragan: Vilka dr de kritiska aspekterna for att utveckla férmd-
gan att urskilja och beskriva monster i talféljder? Denna fraga fokuseras framst i den
del som redovisar resultatet av den kartlaggning som gjordes av elevernas kunnande
i utvalt larandeobjekt. Forskningsfragan Pd vilka sdtt fungerar uppgifterna som ett
redskap for att mediera de kritiska aspekterna? fokuseras framst i den del som redovi-
sar resultatet av uppgifterna i de tre forskningslektionerna. I denna del har vi valt att
endast redovisa tvd av uppgifterna grundligt av utrymmesskal. Dock representerar
det sammanfattande resultatet samtliga uppgifter i studien.

Majliga kritiska aspekter och kritiska aspekter
Kartldggningen skulle ge information om huruvida féljande majliga kritiska aspekter
var kritiska for den aktuella elevgruppen:
+ kunna urskilja att forhdllandet mellan delarna i talféljden kan se olika ut for
olika talfoljder
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+ kunna urskilja delarnas inbordes relation, relationernas forhdllande till helhe-
ten och den icke angivna helheten

+ att delarna behover urskiljas samtidigt som helheten, inte nédvandigtvis
samtliga delar, men tillrackligt manga for att se en regelbundenhet

Har ges exempel pa uppgifter i det skriftliga fortestet som visade pa generella svarig-
heter i elevgruppen och som anvandes for att urskilja de kritiska aspekterna.

Fortsatt talmdnstret.

) o e sie 2 ! : : !
1 2 4 81248, 7 ¥

Beskriv med ord hur talmodnstret dr uppbyggt.

L {8) YV S| YOY)

[ intervjuerna framkom att eleven uppfattade talféljder som nagot som endast uppre-
pas som en sekvens, det vill sdga som ett upprepat monster och inte ett talmonster.
Losningstypen var vanligt forekommande i fortesten. Det forekom dven uppfattning-
ar bland eleverna att talfoljder alltid 6kar eller minskar konstant, till exempel som
produkterna i en multiplikationstabell. Dessa svdrigheter och uppfattningar ledde
fram till den kritiska aspekten veta att det finns olika slags talféljder som kan vara
uppbyggda pa olika sdtt.

Fortsatt talmdnstret.

-

D200 22% 28¢ s

Beskriv med ord hur talménstret dr uppbyggt.

\ . -
\()‘O ET —_'F\ﬂ: V\ \ /\ (‘)\ h O r,— ¢

[ 16sningen ovan tar eleven inte hansyn till hela sekvensen nar hen ska fortsatta pa
den geometriska talfoljden, vilket var vanligt forkommande hos flertalet elever. Elev-
erna hade svart att upptacka att forhallandet mellan delarna i talfljden kan se olika
ut. [ exemplet visar det sig da att eleven endast har tittat pa de tva sista elementen i
talféljden (8 och 12) dar skillnaden ar 4, och sedan fortsatt med samma skillnad mel-
lan talen. Av detta drogs slutsatsen att kunna urskilja relationen mellan talféljdens
olika delar och hur de forhdller sig till varandra och till helheten var en kritisk aspekt.
Det forekom ocksa exempel pa att eleverna ibland fortsatte "lite hur som helst” pa
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vissa monster och inte hade ndgon egentlig idé om att det mdste finnas en bestamd
regelbundenhet. Sammanfattningsvis kan dven sdgas att flertalet elever inte heller
kunde gora en beskrivning av regelbundenheten i talfoljden. Detta ledde fram till att
den kritiska aspekten veta att alla talménster dr konstruerade enligt en regel som inte
dndras formulerades.

Ovanstaende exempel samt 6vriga uppgifter i det skriftliga fortestet och efterfol-
jande intervjuer styrkte de mojliga kritiska aspekterna som kritiska for den aktuella
elevgruppen. Sammanfattningsvis formulerades de kritiska aspekterna enligt foljan-
de:

* veta att alla talmonster ar konstruerade enligt en regel som inte dndras

* veta att det finns olika slags talfoljder som kan vara uppbyggda pa olika satt

+ urskilja relationen mellan talfdljdens olika delar och hur de forhaller sig till
varandra och till helheten

Under forskningslektionerna bekraftades ovanstaende aspekter som kritiska och un-
der studiens gang tillkom ytterligare en aspekt, vilken beskrivs i resultatet av uppgif-
terna samt diskuteras i diskussionen.

Mediering av kritiska aspekter i uppgiften “Talménster och inte talménster”

Forskningslektion 1

Intentionen med uppgiften var att den skulle mediera den kritiska aspekten veta
att alla talmonster dr konstruerade enligt en regel som inte dndras. Denna mediering
skulle ske genom att variationsmonstret kontrast anvandes i uppgiftskonstruktionen.
Kontrasteringen i uppgiften innebar att eleverna forst skulle resonera parvis kring
varfor 3, 6, 9, 12, 15, ar ett talmonster och varfor 17, 11, 23, 35, 37, 4 inte ar det. Lararen
skulle sedan i en klassrumsdiskussion lyfta fram exempel fran eleverna som ytterli-
gare forstarkte denna kontrastering av vad ett talmonster ar och inte ar. Dessa kon-
trasteringar skulle ge eleverna mojlighet att urskilja den avsedda kritiska aspekten
och diarmed skulle en mediering av denna ske.

Kritisk aspekt Lektion 1

veta att alla talmonster dr konstruerade enligt  Varfor ar det hér ett talmonster?
en regel som inte dndras 3691215

Varfor ar det hér inte ett talmonster?
17 11 23 35 37 4

Uppgiften Talménster och inte talménster i forskningslektion 1

[ iscensdttningen av uppgiften ombads eleverna att parvis forsoka hitta skillnaden
mellan de tvd raderna av tal. Nar videoinspelningen fran lektionen analyserades fann
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vi att elevernas fokus hamnade vid att forsoka hitta en regel for var och en av talra-
derna. Tamligen snabbt fann eleverna en regel for den aritmetiska talfoljden 3, 6, 9,
12, 15 och uttryckte den i form av 3-hopp eller 3:ans multiplikationstabell. Darefter
lamnades denna talf6ljd och eleverna overgick till att forsoka hitta en regel for tal-
raden 17, 11, 23, 35, 37, 4. Nagra elever uttryckte regler som "spontanhopp”; "att forst
minskar, sedan okar, 6kar, 6kar och minskar”. Dock uppmarksammades aldrig elev-
ernas olika forslag pa regler och den aritmetiska talf6ljden kontrasterades inte mot
talraden 17, 11, 23, 35, 37, 4. Darmed iscensattes heller aldrig det planerade variations-
monstret kontrast.

P4 det satt som uppgiften tog form under lektionen anser vi inte att den fungerade
som ett redskap for att mediera den kritiska aspekten veta att alla talménster dr kon-

struerade enligt en regel som inte dndras.

Forskningslektion 2

[ analysen av uppgiften i forskningslektion 1 férdes resonemang kring att uppgiften
gav en tamligen begransad uppfattning om vad monster i talfoljder ar. I kartlaggning-
en hade dven den kritiska aspekten veta att det finns olika slags talféljder som kan vara
uppbyggda pa olika sdtt urskilts. Med utgdngspunkt i detta konstruerades uppgiften
om sa att den skulle mediera aven denna kritiska aspekt. Denna mediering skulle ske
genom att i uppgiftskonstruktionen anvanda variationsmonstren kontrast och ge-
neralisering. Kontrasteringen innebar att eleverna forst skulle resonera parvis kring
varfor talfoljderna 4, 8, 12, 16, 20; 100, 90, 80, 70, 60 och 1, 2, 4, 8, 16 ar talmonster och
varfor 17, 11, 23, 35, 37, 4 inte ar det. Lararen skulle sedan i en klassrumsdiskussion
lyfta fram exempel fran eleverna som ytterligare skulle férstarka kontrasteringen av
vad ett monster i en talfoljd ar och inte ar. Generaliseringen innebar att lararen i hel-
klassdiskussionen skulle belysa att de tre Gversta talfoljderna alla var talmonster men
att de var uppbyggda pa olika satt.

Kritisk aspekt Lektion 2 och 3
veta att alla talmdnster dr konstruerade enligt  De tre Gversta ér talmdnster. Varfor ér de
en regel som inte éndras det?
Det undre ér inte ett talmonster. Varfor ar det
veta att det finns olika slags talf6ljder som inte det?
kan vara uppbyggda pé olika sitt 4 812 16 20
100 90 80 70 60
124816

17 11 23 35 37 4

Uppgiften Talménster och inte talménster i forskningslektion 2 och 3

[ iscensdttningen av uppgiften berdttade lararen att talféljderna 4, 8, 12, 16, 20; 100,
90, 80, 70, 60 och 1, 2, 4, 8, 16 ar talmonster och att talraden 17, 11, 23, 35, 37, 4 inte
ar det. Lararen fragade sedan om ndgon elev kunde forklara varfor de tre forsta tal-
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foljderna var talmonster. Darefter bads eleverna ge forslag pa hur talféljderna skulle
kunna fortsatta. Nar samtliga tre talfoljder hade gdtts igenom fdljde foljande dialog:

Larare: Nar vi gatt igenom de hér tre har vi hittat ndgonting (pekar pa de tre forsta talfolj-
derna), ett system som gor att man kan lista ut, rakna ut hur ett talmonster kan fortsatta. Det
har fidrde och sista har, det ar inte ett talmonster och hur kan vi veta det, att det inte ar ett
talmonster?

Elev 1: Det &r bara blandade tal.

Larare: Kan det beskrivas pa ndgot annat satt &n att det ar bara ar blandade tal? Varfor ar det
inte ett talmonster?

Elev 2: Men de andra forklarar vilket ndsta tal ska bli, men har kan man bara skriva till exempel
10.

Larare: Det har understa som inte &r ett talmonster kan man ndstan lagga till vilket tal som
helst har efter. Det spelaringen roll. Men har uppe (pekar pa de tre forsta talféljderna) finns
det en forklaring. For det &r sa att det &r ndr man kan hitta ndgot som ar gemensamt for ett
monster, ett samband, da kan man saga att man hittat en regel for hur ett talménster &r upp-

byggt.

Lararen atergick sedan till de tre talféljderna, for att an en gang gd igenom dem med
fokus pa regler och huruvida de "stamde” in pa respektive talfoljd.

P4 det sdtt som uppgiften tog form i lektionen anser vi att den fungerade som ett
redskap for att mediera den kritiska aspekten veta att alla talménster dr konstruerade
enligt en regel som inte dndras. Detta antagande grundar sig pa hur lararen i interak-
tion med eleverna pa ett strukturerat satt gick igenom de olika raderna av tal. Samti-
digt belystes regelns funktion ur tva aspekter, dels att kunna forutsaga nastkomman-
de tal och dels att kontrollera att det staimmer Gverens med att talf6ljden fortsatter
med samma regelbundenhet.

Dock anser vi att uppgiften som den slutligen tog form i lektionen inte fungerade
som ett redskap for att mediera den kritiska aspekten veta att det finns olika slags
talfoljder som kan vara uppbyggda pd olika sdtt. Eleverna fick erfara talfoljder vilka var
uppbyggda pa olika satt. Dock skedde aldrig en urskiljning av denna kritiska aspekt
genom samtidighet och variation och darmed gavs eleverna inte heller mojlighet att
urskilja den. Det sistnamnda var dock inget som togs upp i analysen efter forsknings-
lektion 2. Detta var ndgot som blev tydligt forst efter de avslutade cyklerna, varfor
detta inte togs hansyn till i planeringen av forskningslektion 3.

Forskningslektion 3

Mot bakgrund av ovanstdende analys beholls uppgiften i sin helhet. Uppgiften intro-
ducerades pa samma sdtt som i forskningslektion 2. Sedan lyftes de olika talfoljderna
i helklass med utgangspunkt i att eleverna skulle uttrycka en regel som kunde beskri-
va respektive talfoljd. De forslag pa regler som eleverna gav provades. Nar lektionen
kom till talraden 17, 11, 23, 35, 37, 4 bad lararen eleverna motivera varfor det inte var ett
talmonster. En elev motiverade istdllet varfor han ansdg att det var ett talmonster:
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"Men om man satter 17 efter 4 och sedan 11, 23, 35 da blir det ett monster.” Lararen
kommenterade endast genom att sdga att det inte ar ett talmonster.

P4 det satt som uppgiften tog form i lektionen anser vi att uppgiften inte fungerade
som ett redskap for att mediera den kritiska aspekten veta att alla talménster dr kon-
struerade enligt en regel som inte dndras. Denna analys grundar sig pa att det aldrig
skedde nagon kontrastering mellan talfoljderna 4, 8, 12, 16, 20; 100, 90, 80, 70, 60 och
1, 2, 4, 8, 16 och talraden 17, 11, 23, 35, 37, 4. Inte heller den kritiska aspekten urskilja
att talfoljder kan vara uppbyggda pa olika sdtt medierades da det planerade variations-
monstret generalisering aldrig iscensattes.

Nar det insamlade datamaterialet fran forskningslektionen dterigen studerades
synliggjordes det att den kritiska aspekten veta att alla talménster dr konstruerade
enligt en regel som inte dndras inte var tillrackligt precis. Detta blev tydligt nar elev-
erna ombads forklara varfor 17, 11, 23, 35, 37, 4 inte ar ett talmonster. Tva elever gav
foljande forklaringar: "Det ar bara en massa siffror” och "Forst tar man bort, sedan
lagger man till, sedan tar man bort, tar bort, lagger till, lagger till.” Vi anser att det har
visar pa att en del elever uppfattade regelbundenhet som nagot som inte behdver vara
precist. Med bakgrund i detta drogs slutsatsen att den kritiska aspekten behévde om-
formuleras med tillagget som anvdnds for att bestimma okdnda element i talmonstret.
[ lektionen gjorde lararen ett forsok till att fanga upp denna aspekt genom att sdga att
regeln maste tala om vilket ndsta tal 4r samt visade pa att de regler som foreslagits for
de andra raderna av tal gor just detta.

Mediering av kritiska aspekter i uppgiften “Hitta regeln”

Forskningslektion 1

Intentionen med uppgiften var att den skulle mediera de kritiska aspekterna veta
att alla talmonster dr konstruerade enligt en regel som inte dndras och urskilja hur tal-
féljdens delar férhdller sig till varandra och till helheten. Denna mediering skulle ske
genom att variationsmonstret fusion anvandes i uppgiftskonstruktionen, med inne-
borden att en urskiljning av flera aspekter skulle ske samtidigt. Uppgiften innebar att
eleverna skulle para ihop en uttryckt regel med ratt talfoljder. For att fusionen skulle
mojliggora for eleverna att samtidigt urskilja de bada kritiska aspekterna hade upp-
giften tva talfoljder; 1, 2, 4, 8 (geometrisk) och 4, 8, 12, 16 (aritmetisk), dar skillnaden
mellan tvd element var lika stor, det vill sdga 4. Dessa val av talfdljder ansag lararlaget
skulle medf6ra att eleverna samtidigt skulle behova urskilja de kritiska aspekterna.
Detta da framfor allt den forsta talfoljden innebar att eleverna behévde ta hansyn till
hela talfoljden for att kunna saga huruvida regeln ”"det 6kar med 4 hela tiden” stamde.
Variationsmonstret skulle iscensdttas genom att eleverna parvis diskuterade uppgif-
ten. Denna diskussion skulle sedan f6ljas upp i en gemensam klassrumsdiskussion,
dar lararen framfor allt skulle lyfta den kritiska aspekten urskilja hur talf6ljdens delar
forhdller sig till varandra och till helheten.
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Kritisk aspekt Lektion 2 och 3

veta att alla talmonster dr konstruerade enligt ~ Vilket talmdnster passar regeln ithop med?
en regel som inte &ndras Ringa in rétt monster.

urskilja hur talf6ljdens delar forhaller sig till  Regel: ”Det dkar med 4 hela tiden”.
varandra och till helheten

1248

48 12 16

Uppgiften Hitta regeln i forskningslektion 1

[ iscensdttningen av uppgiften fick eleverna i uppgift att diskutera kring vilken tal-
foljd som regeln "det 6kar med 4 hela tiden” stimde in pd. I den gemensamma klass-
rumsdiskussionen visade det sig att samtliga elever hade valt ratt talfoljd for regeln.
Eleverna beskrev pa olika satt hur de sdg att det var "4-hopp” i talféljden. I anslutning
till elevernas redovisningar upprepade lararen vid ett flertal tillfallen "att regeln mas-
te passa in pa hela monstret”. Eleverna gavs dock aldrig mojlighet att diskutera och
resonera kring detta i forhallande till talfdljden 1, 2, 4, 8 och varfor den inte stamde
in pa regeln "4-hopp”. Det uppstod heller aldrig ndgon jamférelse mellan talfoljdernas
regelbundenhet i klassrumsdiskussionen. Detta, anser vi, medforde att det inte heller
gavs mojlighet for samtliga elever att urskilja den kritiska aspekten urskilja hur tal-
foljdens delar forhdller sig till varandra och till helheten. Mot bakgrund av detta ansag
vi inte att uppgiften, som den tog form i lektionen, fungerade som redskap for att
mediera de kritiska aspekterna.

[ analysen efter de tre cyklerna, da datamaterialet dterigen granskades, ifragasattes
huruvida den skrivna uppgiften 6verhuvudtaget gav en mdjlighet att mediera den
kritiska aspekten veta att alla talmonster dr konstruerade enligt en regel som inte dnd-
ras. Detta i relation till att uppgiften endast tillhandahéll en enda regel och huruvida
det var tillrackligt for att eleverna skulle kunna generalisera detta. I den analys som
gjordes i direkt anslutning till forskningslektionen var detta dock inget som upp-
marksammades.

Forskningslektion 2

Intentionen var dven i forskningslektion 2 att uppgiften skulle fungera som redskap
for att mediera de kritiska aspekterna veta att alla talménster dr konstruerade enligt
en regel som inte dndras och urskilja hur talféljdens delar férhdller sig till varandra och
till helheten. Dock hade en av variationsteorins utgangpunkter tagits i beaktande, att
det ar den aspekt som ska urskiljas som ocksa ska variera (Lo 2012). Med detta som
utgangspunkt konstruerades uppgiften om sa att variationsmonstret separation till-
sammans med fusion skulle mojliggora en mediering av de kritiska aspekterna. Se-
parationen innebar att den aritmetiska talfoljden 95, 85, 75, 65, 55 holls invariant och

”, »

reglerna "Det ar 5-hopp”; "Skillnaden mellan ett tal och nadsta ar hela tiden 57; "Det
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minskar med 10 for varje tal” varierade. Uppgiften skulle iscensdttas genom att elev-
erna i lektionen parvis skulle hitta den ratta regeln for talféljden. Variationsmonst-
ret skulle uppstd genom att samtliga tal i talfdljden slutade pa 5 och tva av reglerna
tog upp 5 i regeln. Fusionen skulle mojliggoras genom att eleverna skulle behdva ta
hansyn till hela talféljden nar de valde den regel som stamde 6verens med talfoljden.
Vidare skulle eleverna sedan i den gemensamma helklassdiskussionen motivera sitt
val. Har skulle ocksd en jamforelse av de olika reglerna och elevernas svar mojliggora
ytterligare en urskiljning av den kritiska aspekten urskilja hur talfoljdens delar forhdl-
ler sig till varandra och till helheten.

[ iscensdttningen diskuterades upp-
Vilket barn sager regeln for talmdnstret? giften parvis vilket efterf6ljdes av en
95 85 75 65 55 dulsku551(?n i helklass dar eleverria fick
foresla vilken regel de tyckte stamde.
Detta skedde utan att svaren kom-

menterades av lararen i termer av

Det minskar med ratt eller fel. Samtliga regler kom upp
10 for varije tal. som forslag och med utgangspunkt i
detta fragade lararen hur man skulle
kunna ta reda pa vilken regel som var
ratt. Har 6ppnade ldraren upp for en
Det 4r 5-hopp. jamforelse av reglerna i forhallande
till talfoljdens uppbyggnad. Fokus i
denna jamforelse hamnade dock pa
det rdtta svaret och inte pa jamforel-
sen av de olika reglerna. De elever som
Skillnaden mellan hade andra svar dn det ratta gavs inte
ett tal och ndsta mojlighet att fullt ut forklara hur de
ér hela tiden 5. resonerat. Lararen gjorde istallet egna
tolkningar av det eleverna borjade
Ove saga och provade till exempel aldrig
om regeln "att skillnaden mellan talen
ar 5” stamde in eller inte pa talfoljden.
Trots ovanstaende drogs slutsatsen i
analysen efter forskningslektion 2 att
de bada kritiska aspekterna till viss del medierades. Detta mot bakgrund av att elev-
erna dels i den parvisa diskussionen och dels i den gemensamma klassrumsdiskus-
sionen var tvungna att urskilja hur talféljdens delar forholl sig till varandra for att
kunna vdlja en regel som de ansag stamde.

Pia

Ted

Uppgift Hitta regeln i forskningslektion 2 och 3

Mot bakgrund av ovanstdende ansdgs den skrivna uppgiften ha potential for att
mojliggéra en mediering av de avsedda kritiska aspekterna. Aterigen var det forst
efter den tredje cykeln som vi stdllde oss frdgande till huruvida uppgiften gav mojlig-
het till en mediering av den kritiska aspekten veta att alla talménster dr konstruerade
enligt en regel som inte dndras.
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Forskningslektion 3

Med ovanstdende analys som grund beholls den skrivna uppgiften i sin helhet infor
forskningslektion 3. Den férandring som planerades var sjilva iscensattningen av va-
riationsmonstret fusion. Denna fusion skulle iscensdttas nar eleverna under ledning
av lararen skulle préva alla reglerna pa talfoljden varpa en jamforelse av reglerna i
forhdllande till talfoljden skulle uppsta.

Iscensattningen av uppgiften skedde pa liknande sdtt som i forskningslektion 2. I
genomgdngen som foljde valde ldraren att lita ett elevpar redovisa sitt resonemang
och darefter direkt préva huruvida talfoljden staimde med regeln. Detta elevpar hade
kommit fram till ratt svar, vilket medférde att variationsmonstret inte kunde iscen-
sattas som planerat. Dock gjorde lararen ett forsok till att iscensatta variationsmonst-
ret genom att ldta ett annat elevpar beritta hur de hade tankt. Eleverna som hade
valt regeln "Det ar 5-hopp” gav foljande forklaring: ”Vi trodde att det var 5-hopp for
att alla talen slutar pa 5.” Lararen f6ljde upp detta genom att dra f6ljande slutsats: "Ni
har endast tittat pd femmorna i talmonstret och har darfor inte tagit hansyn till hela
monstret.” Nar inte fler elever ville berdtta hur de hade resonerat lyfte lararen fram
hur lararen sjilv trodde att det elevpar hade gjort som valt ratt regel: "De har tagit
hansyn till hela monstret. De har tagit hdansyn till relationen mellan talen.”

P4 det satt som uppgiften tog form i lektionen &r vi osdkra pa om det mojliggjordes
en mediering av den kritiska aspekten urskilja hur talfoljdens delar forhdller sig till
varandra och till helheten, da detta endast var ndgot som ldraren sa men inget som
samtliga elever sjdlva fick erfara. Mgjligen kunde detta erfarande ha uppstatt i elever-
nas pararbete med uppgiften men lektionsobservationerna visade att flera elever hit-
tade ratt regel direkt och darfor inte brydde sig om att undersoka de andra reglerna.

Sammanfattande resultat
Har sammanfattas resultaten i korthet i relation till forskningsfragorna. I diskus-
sionsdelen fors sedan resonemang kring dessa resultat.

Vilka ar de kritiska aspekterna for att utveckla férmagan att urskilja och be-
skriva monster i talféljder?

Omformulerade och preciserade kritiska aspekter:
* veta att alla talmonster ar konstruerade enligt en regel som inte dndras och
som anvands for att bestamma okdnda element i talmonstret
* veta att det finns olika slags talféljder som kan vara uppbyggda pa olika satt
+ urskilja relationen mellan talf6ljdens olika delar och hur de forhaller sig till
varandra och till helheten

Pa vilka satt fungerar uppgifterna som ett redskap for att mediera de kritiska
aspekterna?

Antagandena hdr utgdr ifrdn att nar en kritisk aspekt iscensdtts genom variation sa
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medieras den och gors dirmed mdjlig att urskilja. Nedanstdende aspekter ar en sam-
manstallning utifran samtliga uppgifter i studien.
Vi har funnit tva 6vergripande aspekter betydelsefulla enligt féljande:
Uppgiftens konstruktion avseende:
+ Frdgans 6ppenhet
* Variationsmonster
Iscensdttandet av variationsmonster vilket bestdr av:
* Hur uppgiften presenteras
* Hur lararen tar tillvara inspel/resonemang fran eleverna vilket kan fa bety-
delse for iscensdttning och urskiljning av kritiska aspekter

Diskussion

Har diskuteras studiens resultat utifran tidigare forskning. Forst diskuteras huru-
vida de kritiska aspekter studien urskilt kan antas vara generaliserbara. Sedan fors en
diskussion kring vad som pdverkade medieringen av de kritiska aspekterna; uppgif-
tens konstruktion avseende fragans 6ppenhet och variationsmonster samt hur detta
iscensattes i undervisningen.

De kritiska aspekternas generaliserbarhet

Tva av de i var studie urskilda kritiska aspekterna kan likstallas med kritiska aspek-
ter som urskilts i andra liknande studier. I Erixson m fl (2013), vilken ar en Learning
study genomford i drskurs 3—4, urskildes kritiska aspekter som innefattar de i var stu-
die kritiska aspekterna veta att det finns olika slags talféljder som kan vara uppbyggda
pd olika sdtt samt urskilja relationen mellan talféljdens olika delar och hur de férhdller
sig till varandra och till helheten. Ekdahl (2012) har genom en fenomenografisk studie
utforskat kritiska aspekter avseende talménster i drskurs 3 och 4 och aven dar finns
kritiska aspekter som formulerats pa liknande satt som de tva kritiska aspekter som
namns ovan. Detta tolkar vi som att de kritiska aspekterna veta att det finns olika
slags talféljder som kan vara uppbyggda pa olika sdtt samt urskilja relationen mellan
talfolidens olika delar och hur de férhdller sig till varandra och till helheten forefaller
vara generaliserbara. Detta da dessa ar gemensamma for tre studier som samtliga ar
designade och analyserade med variationsteoretisk utgangspunkt och som ror elever
i tidigare skolar.

Aven den kritiska aspekt som slutligen formulerats som veta att alla talménster dr
konstruerade enligt en regel som inte dndras och som anvdnds for att bestdimma okdnda
element i talménstret innefattas till viss del i den kritiska aspekt som i Erixsons m fl
(2013) studie ar formulerad som "Eleven madste forstd att det finns en regelbunden-
het, ett monster, ett system mellan talen som kan varieras i oandlighet” (s. 76). I var
studie framkom i forskningslektion 3 att vissa elever uppfattar regelbundenhet som
nagot som inte behover vara precist, vilket blir tydligt nar en elev tycker att en regel
kan vara "Det okar, det minskar, sedan okar det ... ” vilket denna elev anser vara en
regel till den talrad som i uppgiften "Talmonster och inte talmonster” inte var ett
talmonster. Har anser vi att den kritiska aspekten veta att alla talménster dr kon-
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struerade enligt en regel som inte dndras och som anvdinds for att bestdmma okdnda
element i talménstret skiljer sig fran Erixson m fl studie och pekar pa en aspekt som
vi inte funnit i andra studier. Ibland tas aspekter for givna rorande elevernas forsta-
else nar kritiska aspekter identifieras. Wernberg (2009) beskriver hur detta forgivet-
tagande kan fa konsekvenser for elevernas majlighet till att utveckla larande i utvalt
larandeobjekt. Under var studie togs for givet att eleverna forstod att en regel som
beskriver en regelbundenhet innebar att den kan tala om vilket nasta tal/utelamnade
tal i en talfoljd ar. Forst i den sista forskningslektionen blev det uppenbart att detta
inte var sjalvklart for eleverna. Fran borjan formulerades denna kritiska aspekt som
veta att alla talmonster dr konstruerade enligt en regel som inte dndras men fick sedan
tillagget "och som anvdnds for att bestimma okdnda element i talménstret”. Troligen
hade tidigare insikter om detta férandrat uppgifternas utformning i studien avseende
variationsmonster.

Kullberg (2010) indikerar att identifierade kritiska aspekter i tidigare studier kan an-
vandas som utgangspunkt vid identifieringen av kritiska aspekter i en ny elevgrupp.
Vi anser att dven var studie visat att detta ar mdjligt genom Learning study samt att
detta bidrar till att skapa en kumulativitet i utvecklingen av ny kunskap om ldrande,
vilket belyses av saval Eriksson (2013) som Runesson (2012).

Uppgifters konstruktion — variationsmonster och iscensdttning av dessa
Studien har visat exempel pd att det inte ar tillrackligt att bygga in variationsmonster
i den skrivna uppgiften for att de kritiska aspekterna ska medieras. Lindberg (2010)
menar att det satt uppgifterna iscensatts i klassrummet i interaktion med eleverna ar
av stor betydelse for hur uppgiften tar sin slutliga form. Var studie har gett exempel
pa hur iscensittningen av uppgiften i interaktion med eleverna ar av betydelse for
om urskiljning av de kritiska aspekterna gors mojlig. Lindberg framhaller klassrums-
kommunikationens roll vid iscensattningen och skriver att larare maste "... forhdlla
sig till de situationer som uppstar sa att de kan driva kommunikationen i relation till
det de vill dstadkomma” (ibid s. 121). De val ldraren gor under lektionen har betydelse
samt hur lararen ar 6ppen for den interaktion med eleverna som ibland uppstdr. Valet
av vilka elever som far svara forst da en diskussion inleds i klassen ar exempel pa ett
tillfalle d ldraren kan gora ett medvetet val i forhdllande till den kritiska aspekt som
ska belysas, vilket blev tydligt i var studie.

I uppgiften "Talmonster och inte talmonster” gavs det exempelvis mojlighet att i
interaktion med eleverna skapa nya variationsmonster under diskussionerna i hel-
klass, vilket skulle kunna mdjliggora urskiljning av den kritiska aspekten veta att alla
talménster dr konstruerade enligt en regel som inte dndras. Detta skedde nar en elev
beskrev talraden 17, 11, 23, 35, 37, 4 som att det dr "spontanhopp”. Lararen lat detta
tillfdlle ga forbi och lade snarare vikt vid att alla elever skulle fa berdtta vad de hade
tankt dn att fokusera pa resonemang som kunde stodja eleverna att urskilja den kri-
tiska aspekten. Just i denna sekvens 6ppnades det upp for en mdjlighet att kontraste-
ra exempelvis "4-hopp” med "spontanhopp” och vad det ar som gor att "spontanhopp”
inte dr en "bra” regel men att "4-hopp” ar det.
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Hur uppgiften tar slutlig form i forskningslektion 2 och 3 dr ocksa olika trots att den
skrivna uppgiften ar densamma.

Lo (2012) lyfter fram hur lararen under en lektion, genom interaktion med eleverna,
kan skapa nya variationsmonster. Magnusson & Maunula (2o011) belyser detta genom
att framhalla hur lararen bor ha beredskap for hur det kritiska i ett specifikt under-
visningsinnehdll kan lyftas fram pa olika satt. Detta for att ha formdgan att fanga upp
viktiga elevtankar ur aspekten att synliggora det som ar kritiskt.

"What the variation framework does is point to what to look for, the critical featu-
res, and the pattern of variation and invariance. It also points to the best source of
insight into what is critical and what is necessary: the learners themselves.” (Marton
& Pang 2006, s. 217)

Kullberg (2011) urskiljer hur ldrarna tillsammans med eleverna skapar nagot som
bendmns som "space of learning”. Aven Runesson (2011) beskriver just detta fenomen
ndr larare och eleverna tillsammans skapar variationsmonster. Var studie har visat
pa betydelsen av att ldraren tar tillvara elevernas inspel och resonemang under lek-
tionen for att skapa eller iscensdtta variationsmonster, i ett "space of learning” och
darmed bidra till att de kritiska aspekterna medieras. For att detta ska vara mojligt
ar sannolikt lararens kunskaper om inneborden av de kritiska aspekterna avgorande.
Det kraver att lararen ar val insatt i undervisningsinnehadllet samt vdl medveten om
vilka kritiska aspekter av innehallet som kan lyftas fram nar tillfille ges i lektionen.
Andra genomforda learning studies visar pa liknande erfarenheter dar interaktionen
mellan ldrare och elever betonas for att de planerade variationsmonstren ska iscen-
sattas. Wernberg (2009) menar att "Undervisning som fenomen ar interaktivt och
lararen maste under en lektion gora 6vervagande och agera” (s. 195). Ljungblad & Len-
nerstad (2011) talar om vikten av att matematiklarare formar mediera matematiska
strukturer i interaktion med eleverna; detta med elevernas egna uppfattningar som
utgangspunkt. En forskningslektion i en Learning study ar alltid vdlplanerad och det
finns en risk i att vara last i denna planering. Vi anser att det i var studie blir tydligt
att ndr lararen inte uppmarksammade de kritiska aspekterna gick man miste om att
fanga upp tillfallen dar de kritiska aspekterna kunde medieras genom en interaktion
mellan larare, elever och undervisningsinnehallet.

Magnusson & Maunula (2011) framhadller att det dr genom vart val av variations-
monster i lektionerna/uppgifterna som vi kan dstadkomma det ldrande vi avser hos
eleverna. I en Learning study kan fokus hamna pd design och analys av variations-
monster. Var studie har visat pa iscensdttningens betydelse for om variationsmonst-
ren gors tillgangliga for eleverna och ldrarens roll i denna iscensattning.

Uppgifters konstruktion — fragor av mer dppen karaktdr

Vi tycker oss kunna urskilja ytterligare en aspekt som ar av betydelse for iscensatt-
ningen, namligen hur frdgan i uppgiften ar formulerad avseende grad av 6ppenhet. |
den uppgift i studien dar ett ratt svar efterfragades (uppgiften Hitta regeln) forefaller
detta vara en orsak till att de planerade variationsmonstren inte iscensattes. Studien
visar att bade larare och elever styrdes av att uppgiften fragar efter ett ratt svar. Detta
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blev tydligt bade i forskningslektion 2 och 3, da ratt regel (svar) togs upp som forsta
exempel i diskussionen. Darmed hamnade fokus i klassrumsdiskussionen pa ratt svar
och inte pa en jamforelse av reglerna, vilket var en forutsattning for att de kritiska
aspekterna skulle medieras. Detta ledde till att medieringen av de kritiska aspekterna
uteblev.

Lindberg (2010) argumenterar for behovet av att anvanda och utveckla ” ... sa kall-
lade epistemiska uppgifter, det vill saga uppgifter som karaktariseras av att de efter-
fragar kunskapande snarare an det ritta svaret” (s. 121 f.). Betydelsen av om ldraren ar
fokuserad pd ratt svar eller inte ar ndgot aven Wernberg (2009) har uppmarksammat.

Vi sdg pa filmen att lararen hade ett 6ppnare forhallningssatt till elevernas svar
och hela tiden var intresserad av hur eleverna funderade for att forstd hur de tankte
och gavs dirmed mdjlighet att hjilpa eleverna att bygga vidare pa denna kunskap.”
(Wernberg 2005, s. 61)

Vidare lyfter Wernberg fram att det inte enbart handlar om planerade variations-
monster. I en genomford learning study har hon urskilt en skillnad i elevresultat be-
roende av pd vilket sdtt lararen stdllde frdgor och om lararen i interaktionen med
eleverna var fokuserad pa att eleverna skulle svara ratt snarare dn att de skulle ur-
skilja de kritiska aspekterna.

Zevenberger, Sullivan & Mousley (2001) menar att det i arbete med 6ppna uppgifter
ges storre mojligheter till larande och forstdelse dn vad som annars ar majligt. Bjork-
lund Boistrup (2013) for liknande resonemang och framhaller hur 6ppna uppgifter
och fragor ger elever storre mojlighet att visa och utveckla formdagor som att beskriva,
resonera och undersoka. Lundahl (2011) ndmner ocksd 6ppna uppgifter och fragor i
forhallande till formativ bedémning, dar 6ppna fragestdllningar anses ge mer infor-
mation om vad elever kan men ocksd om hur de kan nagot.

Att utforma mer 6ppna fragestdllningar i uppgifterna skulle enligt var tolkning
kunna underldtta en iscensdttning av variationsmonster, da eleverna bjuds in att re-
sonera med hjalp av uppgiftens fragestallning. En fundering som vackts ar darfér om
ytterligare bearbetning av fragestdllningen i uppgiften "Hitta regeln”, som leder till
att uppgiften blir av mer 6ppen karaktar, skulle underlatta iscensattningen av de kri-
tiska aspekterna. I stéllet for att fraga efter vilken regel som stammer med talfdljden
skulle fragestallningen kunna lyda: "Hur kan de barn ha tankt, som skrivit dessa tre
regler till talféljden 95, 85, 75, 65, 55.”
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