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Att se det som inte syns -
om talfoljder i arskurs 3 och 4

L Erixson, K Frostfeldt Gustavsson, K Kerekes & B Lundberg

Internationell forskning och undersékningar visar att elever har svdrt att ldra sig
algebra i allmdnhet samt att konstruera och beskriva talfoljder i synnerhet. Under-
visningen, som fokuserar pd olika undervisningsmetoder i stdllet for pd det som krdvs
for att ldra, anses vara en av de viktigaste orsakerna till detta.

Studiens syfte dr att, utifrdn ett variationsteoretiskt perspektiv, studera det som dr
kritiskt for elever i drskurs 3 och 4 ndr de ska ldra sig att konstruera och beskriva vad
som kdnnetecknar olika talfoljder. I artikeln beskrivs de identifierade kritiska aspek-
terna och hur dessa gjordes synliga i undervisningen genom variation. Learning study
anvdindes som metod.

Resultatet visar att eleverna utvecklade formdgan att beskriva talfoljder ndr det i
undervisningen gavs mojlighet for dem att urskilja sambandet mellan talen och talens
inbordes forhdllande till varandra, urskilja helheten, forstd att det finns ett system
mellan talen som kan varieras i odndlighet och upptdcka att talféljder kan byggas upp
pd olika sdtt. Detta bendmns i studien som kritiska aspekter.

Introduktion

Resultaten i svenska skolor har férsamrats, inte minst i matematik visar TIMSS 2007
(Skolverket, 2008). Uppgifterna i TIMSS-studierna ar uppdelade i fem huvudomra-
den - algebra, geometri, matningar, statistik och aritmetik. I 2003 drs undersokning
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var de svenska elevernas resultat genomgaende samre inom geometri och algebra an
inom de andra omrddena (Skolverket, 2005). Analyser av resultatet i TIMSS 2007 visar
ocksa att om medelprestationerna i de olika huvudomradena jamférs med varandra
ar det algebra som drar ner de svenska resultaten.

Enligt Skolverkets (2009) rapport om resultatet pa TIMSS Advanced 2008 dr under-
visningen en viktig orsak till varfor svenska elever inte lyckas lika bra i matematik
som de gjorde for tio ar sedan. Undervisningen i matematikdmnet handlar mer om
ett slags 6verforande av fardiga modeller och berdkningsprocedurer som presenteras
i laroboken dn genomgangar som leder till forstaelse och ldrande. Eleverna lamnas i
allt storre utstrackning dt att pa egen hand rakna i sina matematikbdocker som anger
olika exempel pd berakningsprocedurer utan att beskriva i vilket sammanhang de
ska anvandas (Skolverket, 2008). Larare koncentrerar sig pa metoder som de ska till-
lampa i en undervisningssituation i stdllet for att fokusera pa det som kravs for att
ldra (Carlgren & Marton, 2000). For att elever ska ldra sig det vi vill att de ska lara sig
maste undervisningen mer systematiskt grunda sig pa olika satt att presentera de as-
pekter som ar kritiska for att forsta ett specifikt innehall (Holmgvist 2006). Kullberg
(2010) menar att ett gynnsamt larande kraver fokus pa relationen mellan eleven och
det som han/hon ska lara sig.

Vi tyckte att detta samband var intressant och ville utveckla var matematikunder-
visning for att ge eleverna mojlighet att forbattra sina kunskaper i dmnet. Genom
Skolverkets satsning pd matematik sokte vi, tva larare i arskurs 3 och tva larare i drs-
kurs 4, projektpengar och fick mojligheter att utveckla vara idéer. Vi ville ta reda pa
hur eleverna uppfattar, forstar och tillagnar sig undervisningen i matematik eftersom
vi hade uppmarksammat att eleverna inte tillgodogjort sig undervisningen sd som
vi hade férvantat oss. Matematikprojektet fordjupades till en learning study (Holm-
qvist, 2006; Kullberg 2010), en modell som har vidareutvecklats fran den japanska
metoden lesson study (Stigler & Hiebert, 1999).

Stigler & Hiebert (1999) jamforde i sin studie hur larare i Hong Kong, Japan och USA
bedriver matematikundervisning och fann stora skillnader i undervisningen lander-
na emellan. De beskrev de japanska ldararnas framgangsrika matematikfortbildning i
den egna praktiken nar de anvander sig av lesson study. Metoden innebar en standigt
pagadende forbattring av undervisningen. Det som gor den japanska modellen unik ar
att lararnas kunskaper tas tillvara, utvecklas och bildar en gemensam, professionell
kunskapsbas. Systemet sdkerstaller en gradvis forbattring av larande 6ver tid (Stigler
& Hiebert, 1999). Detta inspirerade oss att sjilva pa liknande satt forsoka utveckla
var matematikundervisning. I var undersokning ville vi ta reda pa vilka mdjligheter
till larande vi ger elever i undervisningen. Vi ville bli battre pa att hitta det som ar
avgorande for eleven i larandesituationen for att larande ska uppsta. Vi ville ocksa ut-
veckla formdgan att se det som ska undervisas om - ett matematiskt innehdll - pd ett
nytt sitt. Hur kan innehallet under en lektion varieras for att eleverna ska upptacka
och forsta det som ska laras?

I Lgru (Skolverket, 2011) star det att momentet monster ar en viktig del inom ma-
tematiken och en forkunskap till algebra. I litteraturen beskrivs hur viktigt det ar
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att arbeta med olika slags monster och att erbjuda eleverna aktiviteter med monster
(Mouwitz, 2004; Orton & Orton, 1999; Papic & Mulligan, 2007). Ménster inom mate-
matiken kan innebdra geometriska former eller talfljder som upprepas eller forand-
ras regelbundet (Matematik - ett kommunikationsamne, 1996). I den nya kursplanen
i matematik (Skolverket, 2011) har omradet monster forstarkts och placerats in under
kunskapsomrddet algebra i det centrala innehallet for saval arskurs 1-3 som 4-6. Un-
dervisningen i matematik ska syfta till att eleverna utvecklar formagor att konstru-
era, beskriva och uttrycka talfoljder och geometriska monster (Skolverket, 2011). I var
studie har vi valt att fokusera pa talfoljder med naturliga tal inom talomradet 1-1 0oo.
Vad dar det vi larare maste lyfta fram inom omradet talmonster for att vara elever ska
fa mojligheter att utveckla dessa formagor?

Genom att anvanda variationsteorin fick vi mdjlighet att studera sambandet mel-
lan undervisning och larande (Marton & Booth, 2000). Kullberg (2010) hanvisar till
Kennedy som anser att detta samband ar det mest komplexa och det man vet minst
om i lirarens arbete. Aven i den svenska skolan har ett storre intresse visats for hur
eleven lar sig medan larandets innehdll har tagits for givet (Carlgren & Marton, 2000).
For att kunna fokusera pa hur innehdllet i undervisningen behandlas for att eleverna
ska ldra sig om talfoljder valde vi att genomfora en learning study. Metoden ger oss
mojlighet att fa syn pa det som eleverna maste forsta for att kunna beskriva vad som
kdnnetecknar olika talfoljder. Vi kan studera vad eleverna erbjuds att ldara under en
lektion. Eftersom det finns variationer i hur saker och ting uppfattas ar en forutsatt-
ning for larande att eleverna erfar denna variation av lektionsinnehallet for att kunna
generalisera och ddarmed forsta.

Syfte
Syftet med studien var att utifrdn ett variationsteoretiskt perspektiv och genom en
learning study studera, upptacka och validera aspekter som ar kritiska for elever nar
de ska ldra sig att beskriva vad som kannetecknar olika talfoljder. Studien syftade
aven till att beskriva hur man kan majliggora for eleverna att urskilja de kritiska as-
pekterna i undervisningen for att de ska kunna utveckla kunskap om larandeobjek-
tet.
De specifika forskningsfrdgorna var:
* Hur skapas forutsattningar for eleverna i arskurs 3 och 4 att lara sig beskriva
olika talfoljder?
+ Vilka ar de kritiska aspekterna och hur kan de varieras?

Forskningséversikt
[ var studie undersokte vi hur vara elever lar sig om talfoljder som vi finner inom om-
raddet monster i matematiken. En talfoljd ar en serie av tal som upprepas eller férand-
ras pd ett regelbundet satt (Matematik - ett kommunikationsamne, 1996). Att kunna
se hur en talfoljd fortsatter ar en pre-algebraisk uppgift inom omradet monster och
dess generalisering (Algebra for alla, 1998).

Det finns en mangd olika sorters talmonster, men det ar svart att i litteraturen hitta
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en indelning och tydlig definition av dessa. Det vi har funnit 4r mer en beskrivning
av ett urval av olika slags talféljder. I Analysschemat i matematik for dren fore skol-
ar 6 (Skolverket, 2009) finns f6ljande kategorisering av talfoljder:
« monster dar skillnaden mellan talen ar lika: 2, 4, 6, 8, 10
+ monster dar skillnaden mellan talen 6kar med ett for varje steg: 1, 2, 4, 7, 11
+ monster dar varje tal bildas av att det foregdende talet multipliceras med tva:
1,2, 4, 8,16
* och slutligen monster dar talen bildas genom att talen 1, 2, 3, 4 multipliceras
med sig sjdlva (Skolverket, 2009, s.34).

Berglund (2009) bendamner talf6ljder dar det foljande talet konstrueras av de tva fore-
gdende for rekursiva talfoljder. Ett exempel pa en rekursiv talfoljd ar Fibonnaccis tal-
foljd (1,1, 2, 3, 5, 8,13 ...). En annan sorts talfoljd ar en aritmetisk talféljd dar varje nytt
tal 6kar med ett konstant varde i férhallande till det foregdende talet, exempelvis 1,
4, 7,10 ... (Berglund, 2009). Det som ar karakteristiskt for en aritmetisk talfoljd enligt
Kiselman och Mouwitz (2008) ar att differensen mellan ett tal i talféljden (forutom
det forsta) och ndarmast foregdende tal alltid ar lika stor. I vart exempel for aritme-
tiska talfoljder ar differensen mellan talen lika med 3. En geometrisk talféljd ar en
talfoljd dar kvoten mellan ett tal i talfoljden (forutom det forsta) och narmast fore-
gdende tal alltid ar lika stor (Kiselman & Mouwitz, 2008). Ett exempel pa geometrisk
talfoljd med kvoten 2 ar 5, 10, 20, 40, 80 ....

I engelsksprdkig litteratur benamns talféljder som linear sequence och quadratic
sequence (Hargreaves m fl., 1999, s. 72 och 75) som vi skulle kunna kalla for linjara
och kvadratiska talféljder. Definitionen av en linjar talfoljd stimmer 6verens med de
svenska forfattarnas definition av aritmetiska talf6ljder. En kvadratisk talfoljd defi-
nieras som en talfoljd dar differensen av differenserna ar konstant (Hargreaves m fl.,
1999). I den kvadratiska talfoljden 1, 2, 4, 7, 11 ... bildar differensen en aritmetisk/linjar
talfoljd (forsta differensen) 1, 2, 3, 4 ..., medan den andra differensen (differensen mel-
lan differenserna) ar konstant och lika med 1.

I studien anvdnds termerna aritmetisk, rekursiv, geometrisk och kvadratisk tal-
folid. Aven begreppet visuellt talméonster forekommer i studien, eftersom det finns
en sadan uppgift pa vart for- och eftertest. I ett visuellt talmonster far eleverna stod
i en bild och det bestar av ett antal figurer/komponenter dar storleken pa figuren/
komponenten dndras succesivt utifran en additiv struktur (Papic & Mulligan, 2007).
Dessa monster kan ocksd vara konstruerade genom att en komponent okar i antal
medan den andra hdlls konstant, vilket ar fallet i den uppgift som vi anvander oss av
i studien.

Att arbeta med talfoljder och kunna se dess delar och hur de hanger ihop ar ett sétt
att kunna erfara tal och siffror. Om vi vill erfara en talserie kan vi gora det pa olika
satt. Vi kan erfara det som en serie med tolv ental, 58121519 22 2 6 eller som en
talserie dar skillnaden mellan talen vaxlar mellan tre och fyra, 5 8 12 15 19 22 26. De
som erfar en serie tal pa det senare sattet har en mgjlighet att se regelbundenheten.
For att kunna se denna regelbundenhet maste talen vara grupperade pa ett sarskilt
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satt. En forutsdttning for att hitta monstret ar att kunna gruppera talen och upptacka
strukturen i talserien (Marton & Booth, 2000).

[ en brittisk studie (Hargreaves, Shorrocks-Taylor & Threlfall, 1998) undersoktes vil-
ka strategier 7-11-dringar anvander for att analysera och beskriva linjdra och kvadra-
tiska talfoljder. Man fann att eleverna letade efter skillnader mellan talen i talf6ljden,
differensen mellan skillnaderna, egenskaper i skillnaden, talens egenskaper (vanligt-
vis jamna och udda tal) och produkter i multiplikationstabellerna. Eleverna kombi-
nerade dven talen fOr att fa nasta tal i talféljden. En slutsats av studien ar att eleverna
bor erbjudas att arbeta med olika slags talfoljder och utmanas med uppgifter dar en
och samma talf6ljd kan fortsdtta pa flera sitt, exempelvis 1, 2, 4 ... som kan fortsatta
med 1, 2, 4, 8,16 ... eller 1, 2, 4, 7, 11 ... for att utveckla formdgan att upptacka talféljder
och generalisera denna kunskap. Att det ar viktigt att eleverna erbjuds méta och ar-
beta med talféljder uppbyggda med olika strukturer poangterar daven Frobisher och
Threlfall (1999) liksom Heiberg Solem, Alseth och Nordberg (2011).

Hargreaves m fl. (1999) har gjort en studie dar ett flertal elever visade god forméga
att utifran en serie av tal kunna avgdra om det var en talfoljd eller inte och beskriva
denna. Nar eleverna skulle skapa egna talfoljder och beskriva en regel for talfoljdens
uppbyggnad dominerade talféljder som bestod av produkterna i olika multiplika-
tionstabeller. I en studie gjord av Zazkis och Liljedahl (2002) dar lararstudenter upp-
manades skapa egna talféljder visas liknande resultat. Studenterna skapade fran bor-
jan aritmetiska talfoljder inom lagt talomrade och med multiplikativ struktur (som
en multiplikationstabell). Efter ytterligare uppmaningar att ge andra forslag valde
fortfarande manga talf6ljder med en struktur utifrdn en konstant skillnad mellan
talen, dock inom hogre talomrdde och talféljder dar skillnaden mellan talen 6kade
respektive minskade.

Warren och Cooper (2007) har i en studie med dttadringar i Australien, undersokt
vad ldrare kan gora for att fa elever att se och beskriva visuella vixande monster.
Enligt Warren och Cooper har forskning visat att de svarigheter ungdomar visar upp
inom algebra harstammar fran brister i den tidiga undervisningen. Om eleverna inte
far stod i form av larares instruktioner har de svart att hitta okdanda steg och positio-
ner i vaixande monster. Eleverna behover dven fa hjalp med att se vad i ett vaxande
monster som forandras och med vilken regelbundenhet. Annars fokuserar de endast
pa en komponent. Barn i Australien har generellt liten erfarenhet av vixande visuella
monster. Studien visar att det finns aktiviteter i klassrummet som stodjer elevernas
larande och tdnkande: att anvanda konkret material, att motas av specifika fragor
som hjalper eleverna att generalisera och att tydliggora forhdllandet mellan monster-
sekvensen och dess position i talféljden (Warren & Cooper, 2007).

De refererade studierna ger alla forslag pa aktiviteter och/eller arbetssatt som kan
framja utvecklingen av att upptdcka och skapa talfoljder. Ingen av dem beskriver
emellertid vad eleverna maste ldra sig for att beharska detta, det vill sdga vad som ar
kritiskt for att utveckla férmagan.
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Teori och metod

Variationsteorin

Inom den fenomenografiska forskningen beskrivs manniskors kvalitativt olika satt
att uppfatta fenomen i sin omvarld.
Fenomenografin dr en forskningsansats inom framst pedagogisk och didaktisk
forskning som avtdcker innebordsteman och som for sitt berdttigande forutsdt-
ter att det finns foreteelser i virlden som har olika innebérd for olika mdnniskor
(Kroksmark, 2007).

Variationsteorin, som har ett teoretiskt perspektiv pa larande, har vuxit fram ur fe-
nomenografin. Medan fenomenografin intresserar sig for hur eleverna uppfattar ett
larandeobjekt sd fokuserar variationsteorin pd vad som ar kritiskt for att utveckla
ett visst kunnande eller formaga (Marton & Booth, 2000). Enligt variationsteorin
uppstar larande forst nar man uppfattar omvarlden pa ett nytt satt. For att man ska
kunna urskilja det nya madste vissa delar i det man ska lara vara konstanta och andra
varieras (Runesson, 1999). Om man ska ldra sig kinna igen faglars sang kan man forst
inte urskilja ndgon speciell, utan man hor bara figelsang. Nar man sedan fatt erfara
att faglar har olika laten kan man sa smaningom sarskilja arternas unika sang.

Larandeobjekt och kritiska aspekter ar centrala begrepp inom variationsteorin. La-
randeobjektet dr en formdga som bestdr av tva delar, det direkta och det indirekta
larandeobjektet (Marton, Runesson & Tsui, 2004; Wernberg, 2009). Det direkta be-
skriver innehdllet i det som lars, alltsa larandets vad-aspekt. Det indirekta larandeob-
jektet avser den formaga eller fardighet som ska utvecklas, alltsd hur eleven ska visa
sin fardighet (Holmgvist, 2006). Lararen bor planera sin undervisning med hansyn
till savadl det indirekta som det direkta larandeobjektet. Det lararen avser att under-
visa om kallas det intentionella larandeobjektet. Det som eleven sedan i praktiken
far mojlighet att lara kallas det iscensatta larandeobjektet. Den kunskap och formaga
eleven tillagnar sig under lektionen ar det erfarna larandeobjektet och kan studeras
genom ett eftertest (Marton, Runesson & Tsui, 2004). Vi kommer senare i texten att
satta dessa begrepp i relation till metoden learning study, som vi har anvant oss av i
studien.

For att nd framgdng i undervisningen mdste ldraren ta reda pa vilken uppfattning
av larandeobjektet som den larande har. Larandeobjektet maste avgransas for att vi
ska veta vad som ska inga och inte ingd i detsamma (Holmqvist, 2006). I var studie
borjade vi med att inventera vilka olika slags monster vi kdnde till. Vi insag tidigt att
vi var tvungna att avgransa oss och valde larandeobjektet att kunna beskriva vad som
kdnnetecknar olika talfoljder.

Begreppet kritiska aspekter anvdnds for att beskriva det som ar nodvandigt att fa
syn pa for att lara sig nagot nytt. For att fd syn pa och forsta larandeobjektet mdste
de kritiska aspekterna hittas av lararen genom konstruktion av for- och eftertest,
analyser av for- och eftertestens resultat samt analyser av filmade lektioner. Beroende
pa elevernas tidigare erfarenheter av larandeobjektet kan de kritiska aspekterna vara
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olika for olika elever. For att larande ska mojliggoras maste lararen synliggora de kri-
tiska aspekterna for eleverna genom ett monster av variation, sd att det kan kopplas
till elevens erfarenhet av lairandeobjektet (Kullberg, 2010; Marton, Runesson & Tsui,
2004).

De fyra monster av variation som Marton, Runesson och Tsui (2004) beskriver ar:
kontrast, generalisering, separation och fusion. Kopplat till var studie skulle dessa
teoretiska begrepp kunna beskrivas pa foljande satt:

* Kontrast: For att veta vad nagot ar behover man ocksa veta vad det inte dr. Nar
vi i vdr learning study anvander ldarandeobjektet talfoljd sa jamfors det med en
talserie som inte bildar ndgot monster for att synliggéra motsatsen, exempel-
Vis 1,2, 4,9,11,16 ...

* Generalisering: For att forsta det specifika beh6ver man uppleva det genom
olika representationer. En aspekt, som inte forandrar fenomenet men visar pa
en bredd, ska varieras. For att forsta vad en talfoljd ar mdste man erfara olika
typer av talfoljder. Ett flertal exempel pa olika sorters talféljder presenterades
(en sorts talfoljd at gangen) for att urskilja viktiga egenskaper och drag hos
dessa talfoljder (exempelvis aritmetiska, geometriska, kvadratiska och rekur-
siva talf6ljder), samt vad som inte ar relevant (exempelvis vilket tal talf6ljden
borjar med, riktningen pa talfljden).

* Separation: For att kunna erfara en specifik aspekt av nagot och kunna sepa-
rera denna aspekt fran andra aspekter, maste den specifika aspekten varieras
medan de andra aspekterna forblir invarianta. Till exempel det forsta talet i
flera talfoljder ar samma tal men differensen ar unik for varje talfoljd,
3,6,9,12,15..,3,4,6,9,13 ..., 3, 6,15, 24 ...

* Fusion: For att larande ska uppsta behover eleven ta hansyn till alla kritiska
aspekter och erfara dem samtidigt. Nar en talfoljd ska beskrivas mdste eleven
ha tillagnat sig alla kritiska aspekter for att kunna erfara dem samtidigt i en
ny situation.

Metod
[ borjan av 2000-talet utvecklade Ferenc Marton och nagra kollegor i Hong Kong
learning study ur lesson study (Holmgqvist, 2006; Kullberg, 2010). Learning study ar
en modell for ldrares kompetensutveckling samt en ansats for forskning i praktiken
med en larandeteori som grund (Carlgren, 2012). I en learning study samarbetar la-
rarna och en forskare/handledare nar de planerar, analyserar och reviderar lektioner.
Lektionerna filmas for att kunna analyseras. Lararna soker ta reda pa ett larandeob-
jekts kritiska aspekter och det ar ocksd det centrala i metoden. For- och eftertestet
anvands for att ta reda pa elevens forstaelse, hitta de kritiska aspekterna, skapa det
intentionella larandeobjektet och se hur det iscensattes. Lararna analyserar tillsam-
mans med en handledare pa ett systematiskt satt vad som blir skillnaden i elevernas
larande vilket hela tiden star i fokus (Holmgvist, 2006; Kullberg, 2010).

[ figuren pa sid 71 presenterar vi en learning study-cykel med fortydligande fran var
studie.
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1. Val av lirandeobjekt

Cykeln inleds med att liraren viljer en f6rmaga eller en kunskap som eleven ska utveckla. Vart lirandeobjekt dr att kunna
beskriva vad som kdnnetecknar olika talfoljder.

2. Fortest

For att ta reda pa elevernas forstaelse av lirandeobjektet konstrueras ett fortest. Genom en analys av det synliggors kritiska
aspekter av lirandeobjektet.

3. Lektionen planeras av lirarna tillsammans.

Lirarna planerar och diskuterar hur aspekterna bor urskiljas och varieras.

4. Lektionen genomfors

En av ldrarna genomfoér lektionen som filmas.

5. Eftertest

Efter nagra dagar genomfors ett eftertest for att se vad eleverna lirde sig.

6. Lararna ser den inspelade lektion och reviderar den.

Filmen analyseras och med information fran fér- och eftertest revideras lektionen for att ev bidra med nya kritiska aspekter.

Fig 1. Fritt efter en modell av Runesson (2011).

Urval

Det empiriska materialet till var studie har samlats in pa skolan och i klasserna dar
vi arbetar. Det ar fyra elevgrupper som har deltagit i studien - tva grupper i ar 4 och
tvaiar 3. Elevantalet var till en borjan 62 stycken, 26 i dr 3 och 36 i ar 4. Efter bortfall
medverkade 53 elever i studien, 24 i ar 3 och 29 i dr 4. Dessa elever genomforde bade
fortest och eftertest samt deltog i en lektion. De elever som inte medverkade vid alla
eller ndgot moment utgor studiens bortfallsgrupp. I studien redovisas endast resultat
fran de elever som deltagit vid samtliga datainsamlingstillfallen samt en learning
study-lektion.

Analys

Det material som samlats in for analys ar fortest, eftertest, sammanstallningar av re-
sultat pa for- och eftertest i excelformat, videodokumentation och anteckningar fran
analys av filmer. Analyser i studien har skett vid ett flertal tillfdllen och genomfordes
i form av samtal och diskussioner gemensamt i gruppen med de fyra lararna och en
handledare fran hogskolan, med variationsteorin som analysverktyg. Fortestens re-
sultat, videodokumentation fran lektionerna och eftertestens resultat har studerades
for att identifiera de kritiska aspekter som var avgorande for eleverna att ldra sig om
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talfoljder samt for att se vad som togs for givet och hur innehallet i undervisningen
varierades (Fig. 2). Efter varje lektion har de kritiska aspekterna validerats genom att
analysera elevernas svar pa eftertestet, for att forsakra att dessa verkligen ar kritiska
for larandeobjektet.

Den forsta analysen genomfordes efter fortestet. Rattningen av fortestet gjordes
av respektive larare efter gemensamma riktlinjer. Varje uppgift podangsattes for varje
ratt delsvar i respektive talfoljd. Detta gjordes med syftet att se vad som ar kritiskt
for eleverna for att lara sig konstruera och beskriva olika talféljder och inte i syfte att
rakna antal ratta respektive felaktiga svar efter en rattningsmall. Resultaten férdes in
i exceldokument gruppvis. Inom gruppen redovisades resultaten pa elevnivd och pa
uppgiftsniva. I fortestet analyserade vi dven elevernas formaga att beskriva talfoljder
med egna ord genom att undersoka elevernas ordval i deras beskrivningar. Kvalitet-
erna i deras egna beskrivningar ingick ocksd i analysen. Vid analysen av fortestet
identifierades nagra kritiska aspekter inom talféljder och médnster. Den gav oss ett
underlag for att planera lektion 1.

Efter genomford lektion 1 och eftertest gjordes analysen pa samma sdtt som efter
fortestet. For att se om eleverna har utvecklat formdgan att beskriva talféljder med
egna ord listades och jamfordes elevernas beskrivningar pa for- och eftertest for att
se om de nu anvande fler matematiska begrepp.

I analysen av videodokumentationen iakttog vi hur vara kritiska aspekter variera-
des och hur vart ldrandeobjekt iscensattes och varit majligt att erfara. I analysen av
lektionen fokuserade vi pa vilka mojligheter eleverna gavs for att utveckla sina kun-
skaper kring talfoljder. Vi uppmarksammade och diskuterade ocksa de ord lararen
anvande i lektionen och pa vilket sitt ordvalet paverkade elevernas forstaelse for la-
randeobjektet. Varje film analyserades gemensamt vid flera tillfallen for att upptacka
nya kritiska aspekter eller enskilda elevers Oppningar for variationer.

Infor varje ny lektion analyserades eftertesten och filmerna noga enligt beskriv-
ningen ovan, for att eventuellt uppticka nya kritiska aspekter och for att ge oss maj-
lighet att variera larandeobjektet for eleverna.

Fig 2. Analysens arbetsgédng och innehdll.

\ ( N ( N\ 7 \ !
analys av analys av analys av analys av
analys av resultat pa resultat pa resutat pa sgmthga
2 f h f h lektioner med
resultat pd eftertest och eftertest oc cftertest oc o 0
fortest video- video- video- okus pd
dokumentation dokumentation dokumentation variations-
. . monster och
lektion 1 \ lektion 2 ) lektion 3 lirandeobijckt
) —

Resultat

[ detta avsnitt presenteras resultatet av fortestet som ldg till grund for det fortsatta
arbetet i var learning study. Sedan f6ljer resultat av eftertester och analyser av stu-
diens tre lektioner. Dérefter presenteras de kritiska aspekterna med exempel, och
resultatdelen avslutas med hur kritiska aspekter varierades under studiens lektioner.
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Resultat av fortest

Vart fortest inneholl talfoljder och monster av olika slag. Uppgifterna testade om
eleverna hade forstdelse for aritmetiska talfljder med upprepad addition (43, 46, 49
...), aritmetiska talfoljder med upprepad subtraktion (35, 29, 23 ...), talfoljder som kan
bli bdde geometriska och kvadratiska (6, 12 ...), rekursiva talféljder dar de tva forega-
ende talen kombineras for att fa nasta tal i talféljden (1, 1, 2, 3, 5, 8 ...), geometriska
talfoljder dar varje tal bildas av att det foregdende talet multipliceras med tva (10, 20,
40, 80 ...) och talfoljder som varierar i riktning (talfoljden lases lodratt). Det innehdll
ocksa ett visuellt talmonster med ett vaxande och ett konstant inslag (oeceecee??
eee0), visuellt talmonster med figurtal dar monstret vaxer systematiskt (se bild ned-
an) och hur man generaliserar numeriska utsagor (6+6=?, 16+6=?, 26+6=7). P4 tre av
uppgifterna uppmanades eleverna forklara hur talfdljderna ar uppbyggda for att se
deras formaga att beskriva vad som kdnnetecknar talféljderna.

Om O O
Visuellt talménster med figurtal

Resultatet fran fortestet visade att ingen fraga klarades av alla elever i ndgon grupp.
De uppgifter som minst antal elever hade klarat ar rekursiva talfoljder, de talfoljder
som varierar i riktning samt visuella talmonster med ett vixande och ett konstant
inslag.

Resultaten pd de uppgifter dar eleverna skulle beskriva talféljder med egna ord vi-
sade att kvaliteten i deras beskrivningar skiljde sig at beroende pd om eleven sjalv
konstruerat uppgiften eller om det var en pa forhand given talf6ljd, samt hur fragan
ar stalld. De talfoljder som eleverna skapat sjdlva har de till 6vervagande del kun-
nat beskriva med ord och/eller matematiska symboler. Ungefar hélften av eleverna
anvande ord som hanger samman med multiplikationstabellen vid den egna kon-
struktionen, exempelvis "uppbyggd med sjuans tabell”, "'med femmans produkter”,
"3 hopp”. Ndgra elever gjorde aritmetiska talféljder och beskrev dessa med hjalp av
uttryck som "18 +2, 20+2, 22+2”, "plus 11", "minus 15”. Elevernas beskrivningar av den
geometriska talfoljden visade att de hade bristande formaga att beskriva vad som
kannetecknar talfoljden, alltsa att varje nytt tal i talfoljden bildas genom dubblering
av det foregdende talet. Uppgiften som testade hur eleverna kan generalisera nume-
riska utsagor, och uppmanade dem att se sambanden och att beskriva monstret, be-
skrevs av eleverna utifran monstret i entalen och tiotalen i summan.

Analysen av resultaten fran fortesten gav oss insikter i att eleverna inte har forma-
gan att beskriva talfoljder, forutom de aritmetiska talféljderna. De forsta fyra kritiska
aspekterna, upptdcka relationen mellan talen i talféljden, upptdcka relationen mellan
talen och hela talféljden, upptdcka det som inte syns och att upptdcka att talféljder kan
variera i riktning framkom i analysen (se sida 76 och 77 for detaljerad beskrivning av
kritiska aspekter). Dessa kritiska aspekter gav oss grunden till det intentionella laran-
deobjektet i den forsta lektionen. Eftersom eleverna visade god forstdelse for uppgif-
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ten monster med figurtal och eftersom fordjupandet i generaliserande av numeriska
utsagor skulle vidga vart larandeobjekt, togs dessa bort fran eftertestet.

Resultat av eftertest och analys lektion 1
Lektion 1 bjod eleverna pa manga exempel med aritmetiska talféljder som 1ag inom
talomradet 0o-70. Larandeobjektet att kunna beskriva vad som kdnnetecknar en talféljd
gjorde att mycket tid dgnades at att skriva en regel till varje talfdljd for att ge elev-
erna forutsattningar att kunna beskriva talféljder med egna ord. Lararen gav pa detta
satt eleverna ord de sjdlva kunde anvdnda for att beskriva en talfoljd. Detta blev en
"utantillregel” och lararen styrde under lektionen in eleverna pa det "ratta”. Lararen
anvande orden okar/minskar for att beskriva talfoljden. Elevaktiviteterna bestod av
att enskilt skapa egna talfdljder som provades pa kamraterna. Lararen gick runt un-
der aktiviteten for att hitta olika exempel pa talfoljder men eleverna foljde i stort sett
lektionsmallen. Lektionen innehdll inga egentliga utmaningar for eleverna utan holls
inom ett relativt ldgt talomrdde och med fa variationer pa talfoljder. Exempel: 6, 13,
20, 27 ... och regeln som beskriver denna talf6ljd: talféljden 6kar med sju hela tiden.
Under lektion 1iscensatte vi de fyra kritiska aspekterna som vi hittat genom fortes-
tet. Resultatet pa eftertestet efter lektion 1 visade att eleverna inte kunnat erfara la-
randeobjektet genom dessa kritiska aspekter tillfredsstallande da bara 55 procent av
eleverna hade minst 75 procent ratt. Det var tre frigor som alla elever svarade ratt pa.
Vi upptackte att vi tog for givet att eleverna kunde generalisera utifran de talfoljder
vi presenterade. Analys av videolektionen visade att viss generalisering iscensattes da
tre olika varianter av talfoljder presenterades, aritmetiska talfoljder och kvadratiska
talfoljder samt talfdljder som varierar i riktning. Variationsmonstret separation iscen-
sattes dd vi varierade talen i de aritmetiska talf6ljderna med konstant skillnad och da
vi borjade flera talfoljder med samma tal men varierade storleken pa skillnaden mel-
lan talen i de kvadratiska talf6ljderna. Fusion iscensattes ndr vi synliggjorde monstret
mellan talen och i hela talfdljden. Kontrast iscensattes inte alls under lektionen.
Resultatet och analysen av lektion 1 och eftertestet gav oss grunden till planeringen
av lektion 2. Vi ersatte den kritiska aspekten att upptdcka att talféljder kan variera i
riktning med en ny, att upptdcka talféljders olika uppbyggnad och planerade en lektion
med variationsmonstret kontrast och arbete inom hogre talomraden. Lektion 2 skul-
le ocksa innehdlla mer interaktion mellan eleverna for att majliggora en diskussion
mellan elever med olika kunskaper om olika satt att beskriva vad som kannetecknar
olika talfoljder.

Resultat av eftertest och analys lektion 2

[ lektion 2 dgnades betydligt kortare tid till aritmetiska talféljder an i lektion 1. Olika
exempel pd samma sorters talfoljder visades samtidigt, dar exempelvis skillnader
mellan talen i en aritmetisk talfoljd var samma medan forsta talet i talfdljden varie-
rade (generalisering). For att mojliggora for eleverna att erfara den specifika aspekten
att det finns en relation mellan talen i talféljden och hela talfoljden arbetade vi med
talfoljder dar forsta talet var invariant medan differensen var unik for varje talfoljd
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(separation). Talomradet var betydligt hogre an i lektion 1. Det dgnades mycket min-
dre tid till att skriva regler till talfoljderna, det sammanfattades kort efter fardigt
moment. Lararen anvander orden skillnad mellan talen for att beskriva talfoljderna.
Elevaktiviteterna var fler i lektion 2 och det pagick interaktion mellan eleverna un-
der elevaktiviteten. Eleverna uppmanades att konstruera talfdljder parvis och under
aktiviteten var lararen aktiv genom att gd runt bland eleverna och leta exempel som
oppnade for variation av talfoljder. Dessa exempel lyftes i lararens fortsatta aktivitet.
I lektion 2 fick eleverna sortera ett antal olika talfoljder i olika kategorier. Genom
att dela ut flera olika typer av talféljder och ocksa serier av tal utan monster fick
eleverna mojlighet att uppmarksamma likheter och skillnader mellan olika talfolj-
der samt mellan serier av tal som bildar, respektive inte bildar, en talf6ljd (kontrast
och fusion). Eleverna hade kategorierna skrivna pa tavlan, men ldararen betonade inte
dessa kategorier tydligt. Vid slutet av lektion 2 lyfte lararen fram de talféljder som
skulle uppmarksammas for att ge eleverna en dnnu storre mdjlighet att fa syn pa de
kritiska aspekterna.

Efter lektion 2 var resultatet battre an efter lektion 1, en storre andel elever (77
procent av eleverna hade minst 75 procent ratt) hade visat att de lart sig om talfoljder
och ndrmat sig larandeobjektet dn vad det var efter lektion 1. Men det var fortfarande
bara tre fragor som alla elever klarade av. Analysen av lektion 2 visade att alla da ak-
tuella kritiska aspekter iscensattes. Eleverna arbetade inom ett hogre talomrade och
interaktionen elev/larare och elev/elev var storre. Lararen tog vara pd de variationer
som kom frdn eleverna. Den nya aktiviteten, att sortera givna talféljder av olika slag,
oppnade upp for alla monster av variation: kontrast, generalisering, separation och
fusion.

Nar vi analyserat lektion 2 insag vi att lektion 3 endast kravde fa férandringar. Dessa
bestod av att eleverna i sorteringsovningen fick ett papper med fyra kategorier av tal-
foljder inskrivna. Eleverna skulle sortera sina talfoljder under ratt rubrik. Dessa kate-
gorier ar: Skillnaden mellan talen dr lika, Varje nytt tal bildas genom att det foregdende
talet multipliceras med tvd (dubblering), Skillnaden mellan talen 6kar for varje steg/tal
och Ingen talféljd eftersom det inte dr ndgot moénster mellan talen.

Resultat av eftertest och analys lektion 3
[ lektion 3 f6ljer momenten samma modell som i lektion 2 utom i den sista elevaktivi-
teten och avslutningen av lektionen. Eleverna gavs storre mdjlighet att diskutera och
sortera talfoljder for att upptacka variationer av de kritiska aspekter vi ansdg viktiga
for att synliggora larandeobjektet. Vid 6vningen med sorteringen av olika talféljder
fick eleverna ett papper med fardiga kategorier, som lararen tydligt betonade, vilket
bidrog till en tydligare sortering. I elevaktiviteten hade ldararen en aktiv roll genom
att med hjalp av fragor och samtal styra in eleverna pa de kritiska aspekter vi ville att
de skulle fa syn pa.

P4 resultatet av eftertestet efter lektion 3 fann vi den storsta andelen elever (alla
elever hade minst 75 procent ratt), jamfort med eftertest efter lektion 1 och 2, som
utvecklat kunskap om larandeobjektet. Samtidigt fann vi ocksd har de storsta skill-
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naderna i resultat mellan for- och eftertest nar det galler antal ritt pa respektive
uppgift. Ingen frdga pa fortestet klarades av alla elever medan det var 14 fragor i efter-
testet som alla elever svarade ratt pa.

Kritiska aspekter
Det eleven behover upptacka och tillagna sig for att forsta larandeobjektet ar de
kritiska aspekterna (Marton, Runesson & Tsui, 2004; Wernberg, 2009). Efter att ha
analyserat for- och eftertest samt var videodokumentation efter lektion 1 hittade vi
ursprungligen de fyra forsta kritiska aspekterna. Den fjarde togs bort redan efter den
forsta lektionen eftersom analysen visade att det inte var en kritisk aspekt. Infor den
andra lektionen utokades vara kritiska aspekter med den femte och efter den tredje
framkom ytterligare en.

Sammanfattningsvis fann vi féljande vara kritiskt for elevernas larande inom om-
radet talfoljder:

* Upptdcka relationen mellan talen i talfoljden, vilket innebar att urskilja sam-
bandet mellan talen och talens inbordes forhallande till varandra. Eleven ska
alltsa forsta att det inte dr en upprakning av tal utan att det hander nagot
mellan talen.

Exempel: 2 (+2), 4(+2), 6(+2), 8(+2) ...

* Upptidcka relationen mellan talen och hela talfoljden, vilket innebar att eleverna
behover urskilja helheten, att det inte ar tillrackligt att iaktta en mindre del av
den ordnade mangden tal i talf6ljden. Eleven tittar bara pa relationen mellan
de tva sista talen i talféljden och upptacker da inte hela talf6ljdens uppbygg-
nad.

Exempel: 1 (+1), 2(+2), 4(+3), 7(+4), 11(+5), 16(+6) ... ddr skillnaden mellan talen
okar med ett for varje tal. Om eleven endast ser vad som hander mellan de tva
sista talen kan talf6ljden missuppfattas och fortsatta med en konstant skill-
nad pa 5.

Exempel: 1, 2, 4, 7, 11, 16, 21, 26 ...

* Upptdcka det som inte syns, mellanrummen, vilket innebdr att eleverna maste
fa syn pa det som hander i talf6ljden. Eleven maste forsta att det finns en re-
gelbundenhet, ett monster, ett system mellan talen som kan varieras i oand-
lighet.

Exempel: 42 (+5) 47 (+10) 57 (+15) 72 (+20) 92 ... dar skillnaden mellan talen
okar med 5 for varje nytt tal.

* Upptdcka att talféljder kan variera i riktning, vilket innebar att talféljden kan
skrivas exempelvis horisontellt, vertikalt, i cirklar, i rutor, med tomma platser
mitt i, med kommatecken emellan och lodrat.

Exempel: 8,15, , |, 36,

* Upptdcka talféljders olika uppbyggnad, vilket innebar att talfoljder inte alltid
ar aritmetiska, exempelvis 7, 14, 21, 28. Eleverna maste upptacka att talfoljder
kan vara uppbyggda pd andra satt sdsom kvadratiska talfoljder exempelvis 42,
43, 45, 48, 52 ... eller geometriska talfoljder exempelvis 20, 40, 80, 160, 320 ...
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ddr varje tal bildas genom att det foregaende talet multipliceras med ett visst
tal (i detta exempel med tva).

* Upptdcka skillnaden mellan talen i talféljden, vilket innebar att forsta att skill-
naden mellan tva tal i talféljden inte ar detsamma som antalet tal emellan tva
tal pa tallinjen.

Exempel: 10, 15, 20, 25, 30 ... dar skillnaden mellan talen dr 5 men antalet tal pa
tallinjen ar 4.

Analysen av fortestet gav oss fyra tankbara kritiska aspekter till larandeobjektet att
beskriva vad som kdnnetecknar olika talféljder. Efter varje ny lektionsanalys forand-
rades den kommande lektionen for att ge storre mojlighet for eleverna att upptacka
larandeobjektet, och kritiska aspekter togs bort eller nya lades till. For att eleverna
skulle kunna urskilja de kritiska aspekterna ville vi skapa en variation kring talfolj-
derna i lektionen. Variationen skulle hjdlpa eleverna att urskilja de kritiska aspek-
terna och pa sa sdtt narma sig larandeobjektet.

Diskussion och slutsatser

Elevernas resultat pa fortestet visar att deras formaga att fortsatta och beskriva olika
typer av talféljder var begransade. Under arbetets gang har vi insett fortestets be-
gransningar nar det galler utformandet av testet sdval sprakligt som innehallsmas-
sigt. Trots att vi ldrare var noga med att folja samma struktur vid genomforandet i
vara grupper upptackte vi efterat att det anda fanns skillnader. Om exempelvis ndgon
elev hoppade 6ver en uppgift uppmanades han/hon att forsoka en stund till medan
andra elever inte fick samma mojlighet. Uppgiften Gor nu en egen talfoljd. Den ska
vara lagom svdr for dina klasskamrater, anser vi, begransade eleverna med ordet "la-
gom” i stdllet for att utmana dem. Ytterligare en begransning var att fortestet gav
alltfor fa tillfallen att beskriva olika typer av talfoljder, for att ge en tydlig bild av elev-
ernas formdga att beskriva dessa. Vi kunde, trots allt, utifran testet urskilja tainkbara
kritiska aspekter som efter lektionen verkligen visade sig vara kritiska aspekter.

Nar vi i borjan av studien planerade lektion 1 begransade vi omedvetet elevernas
mojligheter att upptacka olika typer av talfoljder. Vi trodde da att om vi erbjod nagra
fa variationer av talfoljder och arbete inom ett ldgt talomrade, o—70, skulle det under-
latta for eleverna att tilligna sig larandeobjektet. Eftersom fortestet visade att elev-
erna saknade formagan att beskriva vad som kdnnetecknade olika talfoljder dgnades
mycket tid, och stort fokus, under lektion 1 at att ge eleverna fardiga ord och uttryck
som ett slags 6verforande av en modell. Fardiga modeller kan begrdnsa elevens eget
tankande vilket kan leda till att tilltron till den egna formdgan minskar (Skolverket,
2008). Trots att vi under studiens gang last forskning och undersokningar kring ma-
tematikundervisning som bekraftar detta, skapade vi lektion 1 med fardiga modeller
och upptackte vart misstag forst senare i studien.

En elev frigade under lektion 2 om man var tvungen att gora en talf6ljd som liknade
lararens exempel vilket var en aritmetisk talf6ljd. Nar eleven fick hora att det ar fritt
fram att konstruera vilken talfoljd som helst gav eleven ett exempel pa kvadratisk tal-
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foljd som lararen kunde ta vara pa i nasta moment i undervisningen. Detta har gjort
oss uppmadrksamma pa hur viktigt det ar att lyfta elevers 6ppningar for variation och
uppmuntra till eget tinkande och tilltro till sin egen formdga i larandeprocessen.

Resultaten efter lektion 1 visade att eleverna inte fatt utveckla sina kunskaper
namnvart ndr det galler att beskriva vad som kdnnetecknar en talfoljd. Detta anser
vi har flera orsaker: brist pa interaktion mellan larare-elev/elev-elev, hur lektionsti-
den disponerades mellan lararledd genomgdng och elevaktivitet samt ett lektionsin-
nehdll som inte utmanar eller visar pa tillracklig variation inom omradet talféljder.
Eleverna gavs inte mojlighet att urskilja de kritiska aspekterna och erbjods inte alla
monster av variation. Resultatet efter lektion 2 visade att atgarder av ovanstaende
brister fick 6nskad effekt.

Marton och Booth (2000) skriver att vi erfar en talserie pa olika sitt, antingen som
en serie med ett antal siffror eller en talserie dar vi ser ett monster enligt vilket tal-
serien dr uppbyggd. Detta stammer 6verens med hur vdra elever sdg de olika talfolj-
derna vi arbetade med. Vi kunde ocksa se att de elever som sdg en serie tal pa det
senare sdttet aven hade visat formdgan att se regelbundenheten i en talfoljd, precis
som Marton och Booth (2000) beskriver. Det var betydligt fler elever som kunde se
en regelbundenhet i talfoljderna efter att vi i undervisningen majliggjort att upptacka
relationen mellan talen i talféljden (den forsta kritiska aspekten). Eleverna har fitt se
och sjdlva prova att gruppera tal pa ett sarskilt satt och urskilja sambandet mellan
talen och talens inbordes forhallande till varandra.

Vi kan se vissa likheter mellan nagra av de kritiska aspekterna som vi har hittat och
de strategier som eleverna anvander for att upptacka talfoljder och generalisera sina
kunskaper i studien gjord av Hargreaves med flera (1998). Fyra av de sex beskrivna
strategierna i Hargreaves med flera (1998) studie handlar om att eleverna soker efter
talens inbordes relationer i talfoljden, vilket innefattas av var forsta kritiska aspekt
som benamns Upptdcka relationen mellan talen i talfoljden. En av de aktiviteter i klass-
rummet som stddjer elevernas larande och tinkande beskrivna i Warrens och Coo-
pers (2007) studie ar aktiviteten dar de far hjalp med att se vad i ett vixande monster
som forandras och med vilken regelbundenhet. Elever som inte fick denna hjalp foku-
serade endast pa en komponent i det vaxande monstret. Den andra kritiska aspekten
i var studie, Upptdcka relationen mellan talen och hela talféljden, innebar att eleverna
behover urskilja helheten da det inte ar tillrackligt att fokusera bara ndgon del av den
ordnade mangden tal i talfoljden for att kunna beskriva den. Om eleven exempelvis
bara iakttar relationen mellan de tva sista eller tva forsta talen i talféljden blir det
svart for henne/honom att upptacka monstret som talfoljden dr uppbyggd efter.

Vi har funnit att det inte racker att forsta och se att det hander nagot mellan talen
och att urskilja sambandet mellan talen (forsta kritiska aspekten). Eleven maste for-
std att detta samband ar ett regelbundet monster som kan varieras i oandlighet for att
utveckla sin férmaga att konstruera och beskriva talfoljder. I studien sammanfattar
vi detta i den tredje kritiska aspekten, Upptdcka det som inte syns — mellanrummen.
Aven den sjitte kritiska aspekten, Upptdcka skillnaden mellan talen i talféljden, skiljer
var studie fran de andra som vi beskrivit tidigare. For att erhdlla en forstaelse av 1a-
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randeobjektet maste eleverna forstd att skillnaden mellan tva tal i talféljden inte ar
detsamma som antalet tal emellan tva tal pa tallinjen.

I samtliga studier som vi refererar till kan man se tendensen att elever/studenter
anvander sig av produkterna i multiplikationstabellerna nar de skapar egna talfdljder
(Hargreaves, Shorrocks-Taylor & Threlfall, 1998; Hargreaves m fl., 1999; Zazkis & Lil-
jedahl, 2002). Detta ar ndgot som dven vdra elever anvande sig av, sarskilt i fortestet.
Resultaten pa eftertesten efter den andra och tredje lektionen visade att det férekom
en betydlig rikare variation av olika talféljder i elevernas exempel.

Avslutande reflektioner

Under analysarbetet kunde vi konstatera att de tva sista lektionerna blev mycket
battre jamfort med den forsta. Under arbetets gang har vara kunskaper om varia-
tionsteorin fatt oss att se pa sambandet mellan undervisning och larande med nya
ogon. Vi har utvecklat formagan att se larandeobjektet pa ett nytt satt (Holmgqvist,
2006). Trots att vi frdn borjan var sd ndjda med den forsta lektionen, insdg vi efter
ingdende analyser av inspelad lektion och elevernas resultat pa eftertestet, att lektio-
nen radikalt behévde forandras. Insikten om detta fick oss som ldrare att konstatera
hur manga misslyckade "forstalektioner” vi har bakom oss. Kunskaper om variations-
teorin har hjdlpt oss att se pa larandeobjektet med nya 6gon och utforska elevernas
larande i relation till undervisningens innehdll. Vi har lart oss att se hur elevernas
larande reflekterar var undervisning (Runesson, 2011, personlig kommunikation) och
vi har blivit mer och mer medvetna om hur mycket vi har kvar att lara.

Sattet pd vilket larandeobjektet presenteras, varieras och bearbetas under lektionen
har stor betydelse for resultatet. Eleven maste fa erfara en variation av ldarandeob-
jektet sa att det blir mojligt att generalisera, det vill sdga att anvanda sin kunskap i
nya situationer. Var studie har inneburit att vart forhallningssatt har skiftat fokus
fran elevens forutsattningar till lararens satt att undervisa kring larandeobjektet. Det
viktigaste ar inte metoder, arbetssatt eller grupper utan hur vi som larare mojliggor
larande for eleverna.

Fragorna som vi stdller oss ar: Vad mdste eleverna fd syn pa for att larande ska upp-
sta? Vilka tidigare erfarenheter av larandeobjektet har eleverna? Fick eleverna mgj-
lighet att lara det som var avsett att lara eller gav lektionen ett annat resultat? Tar vi
som ldrare tillvara elevernas egna 6ppningar for variation? Det sistndmnda kan ge oss
larare exempel pa elevers missuppfattningar och fa oss att upptacka eventuella nya
kritiska aspekter. Under studien har vi blivit mer uppmadrksamma pa elevernas egna
oppningar for variation vilket visade sig i lektion 2 och 3. Fokus under vara kollegiala
diskussioner ligger numera kring vad i det aktuella larandeobjektet vi ska behandla
i undervisningen, vilken férmaga eleverna ska utveckla samt vilka forkunskaper och
uppfattningar eleverna har. Vad tar vi som larare for givet om elevernas formdagor och
kunskaper som hindrar larandet (Marton & Booth, 2000)?

79



8o

FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE NR 10

Erixson, Frostfeldt Gustavsson, Kerekes & Lundberg

Referenser

Algebra for alla. (1998). Namnaren. Institutionen fér dmnesdidaktik. G6teborgs
Universitet.

Berglund, L. (2009). Tal och ménster. Lund: Studentlitteratur.

Bryman, A. (2002). Sambhallsvetenskapliga metoder. Malmo: Liber Ekonomi.

Carlgren, I. (2012). The learning study as an approach for "clinical” subject matter
didactic research. International Journal for Lesson and Learning Studies, Vol. 1 Iss:
2, 5.126-139.

Carlgren, I. & Marton, F. (2000). Ldrare av i morgon. Stockholm: Lararférbundets forlag.

Frobisher, L. & Threlfall, J. (1999). Teaching and Assessing Patterns in Number in
Primary Years. [ A. Orton. (red.) Pattern in the Teaching and Learning of Mathe-
matics (s. 84-103). London: Cassell.

Hargreaves, M., Shorrocks-Taylor, D. & Threlfall, J. (1998). Children’s strategies with
Number Patterns. Educational Studies, 24:3, s. 315-331.

Hargreaves, M., Threlfall, J., Frobisher, L. & Shorrocks-Taylor, D. (1999). Children'’s
Strategies with Linear and Quadratic Sequences. I A. Orton. (red.), Pattern in the
Teaching and Learning of Mathemattics (s. 67-83). London: Cassell.

Heiberg Solem, 1., Alseth, B. & Nordberg, G. (2011). Tal och Tanke - matematikunder-
visning fran forskoleklass till arskurs 3. Lund: Studentlitteratur.

Holmgvist, M. (2006). Ldrande i skolan. Learning study som skolutvecklingsmodell.
Lund: Studentlitteratur.

Kiselman, C. & Mouwitz, L. (2008). Matematiktermer for skolan. Goteborg: Natio-
nellt Centrum fér Matematikutbildning, NCM, Go6teborgs Universitet.

Kroksmark, T. (2007). Fenomenografisk didaktik - en didaktisk méjlighet. Didaktisk
Tidskrift Vol. 17, No. 2—-3.

Kullberg, A. (2010). What is taught and what is learned. Professional insights gained
and shared by teachers of mathematics. Gothenburg Studies In Educational Sci-
ences 293. http://hdl.handle.net/2077/22180.

Marton, F. & Booth, S. (2000). Om ldrande. Lund: Studentlitteratur.

Marton, F., Runesson, U. & Tsui, A. B. M. (2004). The Space of Learning. I Marton, F.
& Tsui, A. B. M. (red). Classroom discourse and the space of learning (s. 3-40).
Mahwah, N J.: Lawrence Erlbaum.

Matematik - ett kommunikationsdmne. (1996). Namnaren. Institutionen for amnes-
didaktik. Goteborgs Universitet.

Mouwitz, L. (2004). Bildning och matematik. Rapport 2004:29 R. Hogskolverket Fal-
koping: Elander Gummessons AB.

Orton, A. & Orton, J. (1999). Pattern and the Approach to Algebra. I A. Orton. (red.),
Pattern in the Teaching and Learning of Mathematics (s. 104-120). London: Cassell.

Papic, M. & Mulligan, J. T. (2007). The growth of early mathematical patterning:

An intervention study. I J. Watson, & K. Beswick (red.), Mathematics: Essential
research, essential practice. (Proceedings of the 3oth annual conference of the
Mathematics Education Research Group of Australasia, Hobart), Vol. 2, s. 591-600.
Adelaide: MERGA.



FORSKNING OM UNDERVISNING OCH LARANDE NR 10

Erixson, Frostfeldt Gustavsson, Kerekes & Lundberg

Runesson, U. (1999). Variationens pedagogik. Skilda sdtt att behandla ett matematiskt
innehdll. (Goteborg Studies in Educational Sciences, 129). G6teborg: Acta Univer-
sitatis Gothoburgensis.

Runesson, U. (2011). Ldrares kunskapsarbete — exemplet learning study: Forskning
om undervisning och ldrande: Stockholm: Stiftelsen SAF i samverkan med Larar-
forbundet.

Runesson, Ulla. Professor i pedagogik vid Hogskolan for larande och kommuni-
kation, Jonkoping. (2011). Foreldsning "Samproducerad kunskap - Av ldrare for
larare”. HLK, 16 augusti.

Stigler, J. W. & Hiebert, J. (1999). The teaching gap: best ideas from the world’s
teachers for improving education in the classroom. New York: Free Press.

Skolverket. (2005). En sammanfattning av TIMSS 2003. Stockholm: Skolverket.

Skolverket. (2008). Svenska elevers matematikkunskaper i TIMSS 2007. En djupanalys
av hur eleverna férstdar centrala matematiska begrepp och tillimpar berdkningspro-
cedurer. Rapport 323. Stockholm: Skolverket.

Skolverket. (2009). TIMSS Advanced 2008. Svenska gymnasieelevers kunskaper i
avancerad matematik och fysik i ett internationellt perspektiv. Rapport 336. Stock-
holm: Skolverket.

Skolverket. (2009). Analysschema i matematik for dren fore drskurs 6. www.skolver-
ket.se

Skolverket. (20m1). Lgri1. Léroplan for grundskolan, forskoleklassen och fritidshemmet,
2011. Stockholm: Fritzes.

Warren, E. & Cooper, T. (2007). Generalizing the Pattern Rule for Visual Growth Pat-
terns: Actions that Support 8 Year Olds’ Thinking. Educational Studies in Mathe-
matics, 67(2), s. 171-185.

Wernberg, A. (2009). Ldrandets objekt. Vad elever forvdntas ldra sig, vad gors méjligt
for dem att ldra och vad de faktiskt ldr sig under lektionerna. Umed: Umea Univer-
sitet.

Zazkis, R. & Liljedahl, P. (2002). Generalization of Patterns: The Tension Between
Algebraic Thinking and Algebraic Notation. Educational Studies in Mathematics,

49, 8. 379-402.

81



